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考研敬学夏习全节•基础篇

AXA + BXB = AXB + BXA + E
则X =—

【分析】

X = [(A-B)-1?

+ •••+了+1,例 12；设 /&) =/。。+/9

_1

0

0

0

0

0

0'

1

0

求 /W 和 /(A)-1.

【分析】因工=

-1 0 0- -1 0 0' -1 0 0-

0 0 1 0 0 1 == 0 0 0

0 0 0_ 0 0 0. 0 0 0.

A3 = A2A =

，又

■1 0 0- -1 0 0' -1 0 0-

0 0 0 0 0 1 = 0 0 0

0 0 0_ 0 0 0_ 0 0 0_

知Am

例 13j A是〃阶可逆矩阵，证明非齐次线性方程组Ax = b有唯一解A^b.

【证】先证Ax = b有解.

因为 AGTF) = (AAT)b = Eb = b
所以A^b是方程组的解，故方程组Ax = b有解.

再证唯一性，设a是Ax = b的任一个解，则Aa = b.那么

A-1 (&) = A-1 &
(A-1A)a = A-1fr

=>a = 4一1》，即Ax = b的解唯一.

【注】以三元一次方程组

Q]11i + 口12工2 +。13%3 =横

5 ^21^1 +。22^2 +。23^3 =缶

+ ^32-^2 +。33%3 =缶
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第二章 短阵

为例，注意到：唯一解a = ,五，了3）丁有

FA„

p）n

p2N
件］

a = A-1 b = , \ .A* b =厂！ 了

覴洠

訚洠

訡洠

b2

J｛ D｛kD

人33_

b\

R bab QF—F—t

缶 

訑酩漆鈦漆訚訚┞漆

+缶人31 | a

n］n

但| A \ \ A \

tkokDm

b3

5Dk5DD

Z2

D

a下略.这就是克拉默法则的矩阵法证明吧！

练习

验蚓

(1)(1991, 数一)A,B,C均为"阶矩阵，且ABC = E,则必有

(A)ACB  = E. (B)CBA = E.
(C)BAC = E. (D)BCA = E.

-_A

已知

(3)(1995,数一)

懑状

2・

.M(

，则X =

已知A-iBA =6A + BA，若 A =

狙�

，则

X = 

Hn

-

◣越狙

0

◣越�越

1

,r[Y

已知 则 A-1

（练习答案在297页）

三、初等变换、初等矩阵

初等变换与初等矩阵的概念

定义（初等♦凝）设4是mXn矩阵，

（1） 用某个非零常数k（k尹0）乘A的某行（列）的每个元素;

（2） 互换A的某两行（列）的位置；

（3） 将A的某行（列）元素的&倍加到另一行（列）,

汰�
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考研致学夏习全书-基础篇

称为矩阵的三种初等行（列）变换,且分别称为初等倍乘、互换、倍加行（列）变换，统称初等变换.

定义（初等炬P* ）由单位矩阵经一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵,它们分别是 

（以3阶为例）.

（1）倍乘初等矩阵，记E（iQ））.

0

k

0

E（2以））=

一1

0

0

0'

0

1

E（2以））表示由单位阵E的第二行（或第二列）乘k（k丰0）倍得到的矩阵.

（2）互换初等矩阵，记E（i,j）.

E(l,2)=

-0

1

0

0'

0

1

1

0

0

E（l,2）表示由单位阵E的第一，二行（或一，二列）互换得到的矩阵.

（3）倍加初等矩阵，记E（g））.

0

1

0

E（13以））=

一1

0

k

0'

0

1

A M B.若 A M

E（13以））表示由单位阵E的第一行的力倍加到第三行得到的矩阵.当看成列变换时，应是E 

的第三列的k倍加到第一列得到的矩阵.

定乂（等价柜PK）矩阵A经过有限次初等变换变成矩阵B,则称A与B等价［记成

Er O~ 
_O O-

矩阵中的最简矩阵）.

，则后者称为A的等价标准形.（A的等价标准形是与A等价的所有

2.初等矩阵与初等变换的性质

（1） 初等矩阵的转置仍是初等矩阵.

（2） 初等矩阵均是可逆阵，且其逆矩阵仍是初等矩阵.

E（，,j）T = （以））T = E（£（ 土 ））；E（g））T = E（ij（-k））

⑶用初等矩阵P左乘（右乘）A,其结果PA（AP）,相当于对A作理座的初等行（列）变换. 

定理2.4矩阵A可逆的充分必要条件是它能表示成一些初等姮藤的乘积

Pt-P2PxA = E

3.行阶梯矩阵，行最简矩阵

行阶梯柜阵

（1） 如果矩阵中有零行（即这一行元素全是0），则零行在矩阵的底部.

（2） 每个非零行的主元（即该行最左边的第1个非零元），它们的列指标随着行指标的递

都不是行阶梯矩阵.

-240 ・
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例 0 1 

懑⻳

0 0 0 6_

「3 0 1-4- 

0 0 2 7

0 0 0 0 _

是行阶梯矩阵.

行H筒柜PK
一个行阶梯矩阵，如果还满足:

非零行的主元都是1,且主元所在的列的其他元素都是0,则称其为行最简矩阵.

懑越�蚓�矧

例 0 1 1 0

越�越�越�镪毡

0

1

-10。-
2 1 0都不是行最简矩阵.

0 0 1

-1 0 0 2-

0 0 13是行最简矩阵.

0 0 0 0

行
如 A —

qq

—B ,即 Pf •••P2P1A = 8.记 P = P广"P2P1 有 PA = B.
由Pt-P2PXA = B和R

qqq

P2P]E = P表明当A经行变换得到B时,E在同样的行变 

换下得到P,即(A ： E) (B • P).

，则必有

。12 ^13 。21

蝼洠蝼玓

a21 。22 。23 ,8 =

蛄┞蚓䌏洠

。13

_。31 。32 。33 一 。31 +。11

螓洠漆

+ 

蛄洠螓玓漆

+ 

蛄玤

(1995,数一)设 4

-0 1 0- -1 0 0-

Pl = 1 0 0

碃

p?= 0 1 0

0 0 1_ _1 0 1

橁漘养䌏

A = B.(C)PiF2A = 

»’

(A)AP1P2 = B.
【分析】 观察到矩阵4经过两次初等行变换可得到B,按初等矩阵的性质应该是左乘 

初等矩阵，排除(A)(B).

(B)AP2P1 =B.

0

例0 1

0 0

-1

2

0

0

0

1

例

0

0

1 2

1 3

0 0

0

0

BRA表示先把A的第一行加至第三行，然后再一、二两行互换，这正是矩阵B,所以应 

当选(C).
而RRA表示先把A的一、二两行互换，然后再把第一行加至第三行，那么这时的矩阵是

。21

蛄┞

。31 +。21

。22

。12

。32 +。22

。23

。13

。33 +。23

已知A是3阶矩阵，将A矩阵的15
~7 8 

加到第3列得到C= 4 5

_1 2

【分析】由已知

1,3

侂

1 ，贝0 

㘂�

=・
1_

驰狙�狙�侂

P}A = B9Pi = 0 1 0

1 0 0

・241・
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-1 0 0 ■

BP2 = C,P2 =01-1 

0 0 1

p}ap2 = c

'1 2 3'

= 456

7 8 9

_o o r 7 8 r -1 0 O-

A = PT1 CP?1 = 0 1 0 4 5 1 0 1 1

1 0 0 _1 2 1_ 0 0 1_

■1 -1 

已知A= 2 -1 

_3 2

-1

-3

-5

3'

1，化其为行最简矩阵F,并求一个可逆矩阵P使P4
2

=F.
【解】 对矩阵A作初等行变换

-1 -1 _ 1 3 1 0 O'

(A,E)= 2 -1 -3 1 0 1 0 —►
.3 2 -5 2 0 0 1.

1 -1 — 1 3 1 0

—► 0 1 — 1 -5 -2 1

0 0 3 18 7 -5

L 11 7
10 0 10 = 一 m

3 3 T

—A 0 1 0 i 1 -A _i_
3 3 T

7 5 i_
0 0 1 6 - ----- r-

3 3 T_

-1 0 0 IO-

矩阵A的行最简矩阵F = 0 10 1

0 0 1 6_

_11 -7 2「
「I 1 -2 1 有 PA = F.

_7 -5 1.

'i _ 1 -1 3 1 0 on

0 1 -1 -5 -2 1 0

0 5 —2 _ 7 —3 0 1_

o" 'I 0 -2 -2 _ 1 1 0_

o —A 0 1 -1 -5 -2 1 0
V

1_ 0 0 1 6
7_ __5_
T

例

【分析】A和B等价0A经初等变换得到矩阵8
^3可逆矩阵P和。使PAQ = B

17 已知矩阵A =
/ i r

1 Q 1 和矩阵B =
_i 2 -r

2 3 5 等价，则。=

_1 1 Q_ _3 6 -3_

<=^r(A) = r(B)
明显 r(B) = 2.

・242・



第二章 矩阵

1 1

而 |A|= 1 a

x

1 = 

樲�

+ 2)

樲�婥�庳炎镓�镓�燰

当 a = 1

x

时

匣橞滝�暤�镪

—2 1
当a =— 2时,A中 夭0,而 A | = 0,从而r(A)

x"x-Mx

— 

炎

•*»A

x

和 B

x

等价 

Oꁸ�暤婥�验芤蚓蔂

设A是

蚓

阶矩阵，把A的二，三两列互换得到把B的第三行的一1倍加到第一行

-1 1

0 2

0 0

r
2

3

得到C,若A = ，则C =

(4)将 

㘂�

=

懑

2

肀

3 _

恣

9

化为行最简矩阵.

_ 1

3

-1

2

1

3

（练习答案在297页）

四、分块矩阵

分块矩阵的概念

将矩阵用若干纵线和横线分成许多小块，每一小块称为原矩阵的子矩阵（或子块），把子 

块看成原矩阵的一个元素，则原矩阵叫分块矩阵.

由于不同的需要，同一个矩阵可以用不同的方法分块，构成不同的分块矩阵.

・243・



考研数学蔑习全书•基础篇

A =

「Qii Q12 … Qi/ ar
。22 … a2„ a2

: : • :

Q/n2 ••• Qg_ ■O>m -

其中E =[ an皿2,…，如]，'=1,2,…，m,是A的子矩阵,A是以行分块的分块阵
: ^12 :••- : *一

^21 :方22 ；…：b2n
B = =[夕1，。2，・••，。〃]

-bml bm2 ‘‘…bg 一

其中G

其中艮=，b®，…，垢]丁，j = 1,2m,是B的子矩阵,B是以列分块的分块阵.

c =

C11

C21

C12

C22

0

0

0

0

0 -

0
=

G
q

0-
G-C31

£41

C32

C42

C33

C43

C34

C44

。35

C45-

C12 - ro 0 01 C31 C32 C33

,0 = (3 = ，G
C22」 Lo 0 0」 Lc4] C42

LC43 是C的子矩阵.

2.分块矩阵的运算

对矩阵适当地分块处理（要保证相对应子块的运算能够合理进行），就有如下运算法则:

a2~
+

Bi 勺= A +B1 A2 + B2 ~
S3 a4. -B3 -A3 + b3 a4 + b4 -
A 'I 「X AX+BZ AY + BW

-C d\ Lz w」— -CX + DZ CY + DW-
A 矿 T HAt (、T -

.C dJ — Lbt dt.
若B,c分别是〃阶与S阶矩阵，则 

B OT _「B" O _
.O cJ — Lo C".

若B,C分别是m阶与如阶可逆矩阵，则

B rfi-1 o 1 rO B一

-O CJ 一 L O C~l J , Lc O.
_ O C1" 

-B ' O -

例
[b on

已知B,C分别是s阶与〃阶可逆矩阵，证明〔°」可逆，且

B 「B 】

-O CJ L O
o -

C1-

【证】
B O [B O1

由B、C均可逆，有 =|B|・|C|尹0,所以 可逆.
VZ Vx VX v-z —

设
B

_O
o-
C.

X
_Z

y ■
，则

• 244 •



第二童 短阵

[B
LO 也 W

r

E O'
-O E_

即〈

BX = E (1)
BY = O (2)
CZ = O (3)
CW = E (4)
1)有*  = B 1

O.由 2）,因B可逆，有Y = BO 
类似地Z = O,W =

所以
~B Op1 B 1 O

"

一

.O CJ -O C

2「5 0 0 1
-2

7f

-2
「1

狙

5 0 0
例如

2 1 0 0
0 0 1 -2

20 0 3
1

+̂

1L0 0 0 0

因为

1

■5 2-

彼

-1 一2] r 1 -2' -1 2一

_2 1. -一 2 5 J L 1 1 - _ 3 -一 1 1.

已知X = ABA 9其中例 19

A =

"1 0 0 1 - ~0 0 0

侂

0 1 1 0
,B =

0 0 1 0
0 1 -1 0 0 1 0 0

_1 0 0 -L _1 0 0 0_
则乂 =

【分析】

A

把A,B各分成四个2X2的小矩阵，即

侅

0 0 1 - ~0 0 0

韣

0 1 1 0 C 1
,B =

0 0 1 0 O C1
0 1 -1 0 L.C —E - 0 1 0 0 -C OJ

Li 0 0 -1_ _1 0 0 0_

c o 2E OE C 「E C E C

=E,就有由于c2

X7A_SfVj

X =
[E C

即*  =

LC -E C O C —E- -—C E C -E O -2EJ
「2 0 0 0 1
0 2 0 0
0 0 -2 0

A7

0 0 -2.

• 245 
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考研数学窟习全书•基础篇

五、方阵的行列式

抽鼠n阶方阵行列式公式
1. 若A是儿阶矩阵,A『是A的转置矩阵，则| AT I = I A | ;

2. 若4是"阶矩阵，则\kA\^k"\A\i
3. （行列式乘法公式）若A、B都是n阶矩阵，则|AB|= |A| |B|；

特别地 I A2 | = l A |2.

4. 若A是在阶矩阵,4"是4的伴随矩阵，则|A，|= |4|i；

5. 若A是〃阶可逆矩阵,4一|是4的逆矩阵，则|A-'|=

6. 设A是用阶矩阵,B是”阶矩阵

【注】一般情况 |A + B|^|A| + |B|,|A-B|^|A|-|B|,|M|^^|A|.

例 设 A,B 均为”阶矩阵，| A | = 2, | B |=—3,则 | 2AB1 |=,

【分析】 | 2A'B1 |= 2"
o2n—1

A' B ' | = 2" | A, | | Bi | = 2” | 4 |i | B L .

本题用到的公式依次是

| 姐 | =足 | 4 |, I AB | = | 4 | I B | , | 4*  | = | 4 |i, | at | =

例 21］设A是4阶矩阵，如果| A 1=一号,则I 34, +4A-1 |=.

【分析】 因A*  =| A |妃 =一_|妒1,又|妒1 |==一普，则有 
0 | I 乙

| 3A，+44一1 | ==|-2A-1 +4A"1 | = | 2A~' |
=24 | 妃 | =- 3 X 23 =- 24.

练习2. 5

(1)设 A,B 均为 4 阶矩阵，| A |= 3, | B |= 2,则 | 一4丁矿 |=.

（2）设A是3阶矩阵且| A | = 5,则A*  一 （号A）| .

（练习答案在297页）
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第三章 向量

向量的概念嵩线性组合与线性表示向量组的线性相关与线性无关向量组的； 

!极大线性无关组等价向量组向量组的秩向量组的秩与矩阵的秩之间的关系向量的内 ； 

桪

积线性无关向量组的正交规范化方法施密特（Schmidt）方法

数一还有向量空间，可参看《复习全书（提高篇）》或《线性代数辅导讲义》相关内容.

向量是初学线性代数时的一个难点，主要表现在对定义的理解、语言的表述、逻辑推理 

的合理性等方面.当然也是考研的重点.

一、 向量的概念、向量组的概念

定义〃个数

䀨�

,知，••・，％所组成的有序数组

a = 

芤燱�

,衣，…，或 a =

芤䀎

，〃2 ,・••，％）

叫做死维向量，其中叫做向量 的分量（或坐标），前一个表示式称为列向量，后 

者称为行向量.

相等 a = 0 0 a,。同维，且对应分量 =但3 = 1,2,・・・

）}!

间■的其本运■

加法 a + fl = 

芤燰䌏

+缶 +但，•••，％ +如）・

数乘 ka = （kax ,ka2 »,,• 9kan）.
若干个同维数的行向量（或同维数的列向量）所组成的集合叫做向量组.

ai,% ,

'''

,% 及01 ,。2，…，。「，…， 其中

名�

2厂），称 ,a2，… 0 是a

h

,%，…，久的 部分

组,。1，。2，・・・0是整体组

向量组

= 

蚎稑�辖羊碃妆汰荋

Q

ˆ)_/

，口2 

暤�

［。12，。22,…， …， ［。板，



，…，

及

燱�暤�荋

%1

=

…， ，…， &

炎�暤�

［。12

碃䀝炎碃

…， …，a

~=A

［。侦，口2巾，…,

am，…，。皿了

其中

⻳�炎

厂，则称&，…总为向量组。1 ,。2，…，。加的延伸组（或称口1 ,口2，…， 是£2， 

…，云

祝

的缩短组）.

二、 线性表出、线性相关

定义

浑

个?

挙

维向量,。2，…，孙及

浑

个数妇以2

!

…

!

Rm

T

则向量

k\a\ + k2a2 + + kmam
称为向量ai ,a2 9am的一个线性组合以

Ⅶ�

,奴，…，Rm称为这个线性组合的系数.

・ 247 
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若P能表示成。】，。2，・・・，孙的线性组合，即

P = k}a} + k2a2 H---- kmam
则称P能由0,。2，・・・，。“线性表出.

宣义对”个〃维向量,。2，・・•，如，若存在不全为零的数幻，奶Rm，使得

龙】ai + k2a2 + …+ kmam = 0

成立，则称向量组。】，。2，・・・，。『线性相关，否则称它们线性无关.

显然含有零向量，相等向量或成比例向量的向量组是线性相关的；单个向量时，零向量 

是线性相关的.

m个〃维向量…，如线性无关，下面几种表述等价：

对任尊不全为零的数a・，y,均有

加 ai +奶。2 H----- kmam ¥ 0

当且里当ki = k2 =…=km = 0时才有

加％ +k2a2 + …+kmam = 0 

成立.

不存在不全为零的数幻，她，…，L，使得

kyttx +k2a2 + …+kmam = 0

成立.

向量组 8i = （1,0,•••,（））,彘=（0,1,0,・・・，0） ,•••,弓=（0,0,••• ,0,1）是线性无关的，单 

个向量是非零向量时，是线性无关的；两个向量不成比例时，是线性无关的.

定ft 3. 1向量。可由,a2，・・・,g线性表出

<=> 3 实数 ki 以2,…，如使 kxOi +k2a2 + …+kmam = fi-
圣一

O方程组[。1，。2，…，g]:="有解.

_p^m _

0 秩 r（ai ,。2，…，dm） = r（ai ,。2，…,dm，P）.

宦it 3. 2 向量组ai,%=（口1*2 了，•••，％）T»J = — 线性相关 0 以

a；为列向量的齐次线性方程组

I】ai + x2 a2 H---- xmam = 0

即

Q11Z1 +&12工2 H----- a1Tnxm = 0

。21二1 + a22x2 + …+ a2mxm = 0

+a„2J：2 H---- QnmZm = °

有非零解.

推雄1 〃个〃维向量ai血，…，。”线性相关0行列式I。】，。2 ,・•• 0 I = 0.

推雄2任何〃 + 1个〃维向量必线性相关.

定珪3. 3任何部分组,%，…，。「相关=> 整体组。1，。2，…a,…,a相关,整体组， 
% ,％,…,a,无关.1任何部分组么血，…,a,无关，反之都不成立.

ai ,。2 ,•••,*  及。i ,。2，…，。『，…，a$（其 中 s > 厂），称 a】，a2，•••是 a】，<»2，…，a$ 的-

-部分组，。1 ,。2，…，是整体组. -

定理3. 4 ai ,a2,Om线性无关=> 延伸组次，&，…，力线性无关；
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第三章 向景

湍，翥，…，云.线性相关》缩短组 ,…，J线性相关，反之均不成立.

向量组。1 = 

爕

，如1，…,如

㰋◣�

血=也 12，口22， ，做

㰋◣

,…， = 

燱浑�㵉堰

，••• >am

x；+x

及一 

，。21

荋婥婥荋婥婥碃䀘稑㰋◣荋壗�

= ［。12，口22，."，劣2,…， …,= ［口侦，口2»1，…, 

am，…，Qs］t

）

其中

娘侟

则称&1 

�桪

・

<

・

£+

为向量组。1 ,。2，…，曲的延伸组(或称，血， 

-…，如是应1 ,^2，…，力的缩短组) _

定理 向量组 ,…，/ 

槬�

2 2)线性相关0至少有一个向量垢可以由其余向量 

线性表出.

定理 6若向量组为，血，・・・0线性无关，而向量组。】送，・・・0,。线性相关，则。可由 

燱�舷炎

,…， 线性表出，且表出法唯一.

定

Ⅷ�蛐�

7设有两个向量组(I )。1 ,。2，…,

燰䰥槞�

口 

潖稒

，&，…，角

(1) 若

爪

1,2,…”)均可由(I)线性表出，且

耉㐎

则

樔濎䌏碃荋

・・・

?

线性相关.

(2) 若0(/ = 1,2,…")均可由(I )线性表出，且。1,明,…，&线性无关，则

訹寞

1 

Ⅶ�

设 

燰䌏

=(1

希席滝◣�舷炎�

= (1 

ꆔ习滝◣舷蚓�暤�槴务�

— 

镓袭滝◣�暤�槴想匣滝◣务

问 

覰�

取何

值时

碃樃滝

向量 不能由。］,。2，。3线性表出？

(2)向量。能由。】，。2，。3线性表出，并写出此表达式.

【解】 设与。1 +互。2 +^3«3 = »，按分量写出有

玓镓樻希席滝◣踭炎樻席务蹀◣踭蚓槴务�懑袭滝◣�

= (2,5”)丁 

餫罬�跶遗叶蝮�

2

即 

叶ｇ�

3x2

n

—

燰�

= 5

蝣镓�

+ 4j

［

2

n

+了3=2

作初等行变换得

(1) 当［夭7时，方程组无解，即向量 不能由心，化，。3线性表出.

(2) 当1 = 7时，方程组有解

"1

mKKR&m

m

KKjmmKCbKC

一

炎

蚓

懑⻳务

►

9)&~)

——►

9)&~)C,Q)

t

tp

L

Xe1X(tp

p

p—1

t-i_

L3

2~

\]K0

r

*Z+KZ

—

瘍越镓盱镓越

越

越月越越越距

令 了3 = 2 得了2 = 1 + 

㐬闲Ⅶ�

= 

镓�婥�哂务

所以 

�暤�

(1 — 

吖潈Ⅶ�

+ (1 + 

㐀潈炎�

+ 以3 

蹕

为任意 

常数.

例

汰�阳缛�汰

2 

Ⅶ�

设 

燰䌏

=(1+人，1,1)丁，血=(1,1+人，1)丁，。3 = 

樻显显蹱﹦暤�

(O,A»A2)t> 
当

㘂

取什么值时：(l)p不能由 线性表示？

(2)0可由 线性表示，并写出该表示式.

【解】 设工1口1 +工2。2 +与。3 =按分量写出得方程组

(1 + 

㘾欿�

+ X2

x

+13=0

〈 xx+

x

(1 + A)x2 + x3

n

= 

㘂

、 

欿�跅�

+ 

槺�

+A)x3=

naX



若A = 0,同解方程组

=0

■■

令 12 = 1,13 =以得 11

11 + 12 +

t — U.
故 p =— (t + u)«i + za, + ua3 tt,u 是任意常数.

若人乂 0,

若A =-3,方程组无解邢不能由ai,a2,a3线性表出 

若义尹一 3,解出

-1+A 1 1 0- •A + 3 0 0 -A-r
—► -1 1 0 1 —>■ -1 1 0 1

_-1 0 1 A- _-1 0 1 A -

O 一 义 + 1_ 1 2
故"=一中垢+「甬阪

A + 1 _ 2
A + 3，X2 -A + 3，X3

I E + 2卜一1_
十 ―°3,

尸 + 21 — 1
A 4~ 3

例 已知。,同，位,怯，为，处都是n维向量，试证如果。可由跖，位,。3线性表出,A ,

02,03可由71,72线性表出，则a可由71,72线性表出.

【证】据已知条件，可设

。=kifi\ + 人2。2 + 龙 3夕3

Pl = 111 71 + 112为

P2 = I21 Yi + I22Y2 

03 =，31，1 + 132^2 

那么 a =加(211 71 +，12丫2)+(，21 71 + ^22^2)4~ ^3(，31 71 +，32?2)

=(hl 111 ~F kz I2I + ■ Z3I)Y1 +(加，12 + 为2 Z22 + 方3，32)丫2 

即a可由71,%线性表出.

0] 判断向量组 

。1 = (1,2, — 1,4) =(0，— 1，— 5,3),。3 = (2,5,3,5)

的线性相关性.

【解】 设XiOi +了2。2 +了3。3 = 0,按分量写出

11(1,2, — 1,4)+血(0, — 1, — 5,3)+而(2,5,3,5) = (0,0,0,0)

'Xi + 2x3 = 0

2xi -了2+5]3=0
即有 V r .o A

—X\— 5互十 3j73 = 0
4了1+3互+5了3 = 0

对系数矩阵作初等变换有

-1 0 2' -1 0 2 -

2 -1 5 0 1 -1

-1 -5 3 0 0 0

-4 3 5_ _0 0 0 _

250・



第三章 向,

由r(A) < 〃，齐次方程组Ax = 0必有非零解，故外，。2 

濑

线性相关.

5 

擭

判断向量组的线性相关性

(1) 。1 = 

樄习务页◣�舷炎�

= 

槴袭务�婥

7)t,=3

n

= (1

希习滝◣祝槴滝�燱�暤�樃希滝◣�

,a2 = (3,4)t,"3

n=n;K1T/"!

【解】已知向量的坐标，判断向量组的线性相关就是转化为齐次方程组考查有无非零 

解.

(1)设 +x2a2

x

+了3。3 = 0.按分量写出，即

叶炎�

+二3= 0

5 

踯镓�

+互+2了3=0

壮玼婥�啧炎

+ 城=0

由于系数行列式

3 2 1 1 2

戆

4 1 2 = 0 1 0 =0

2

愆

4

恣

—7 18

齐次方程组必有非零解，所以页工2 ,«3线性相关.

(2)设 = 0,按分量写出，有

狳�歨跅�螓炎

+ 

㐼蚓�

= 0

槴玔跅�踽炎酩

- 

谒蚓�

= 0

由r(A) < n齐次方程组必有非零解，故，化，皿必线性相关.

例 (1)已知向量组。】=

樻席务页◣舷炎�

= (一 1,1,2)5 = 

槵舷席滝◣�

线性相关,求。.

(2)判断向量组a

h

=(1,0,2,3)丁，血=(1,1,3,5)侦 =(1,一 1,。，1)丁的线性相关性.

【解】(1)〃个〃维向量…，a”线性相关台|。1,。2,・・・0 | = 0

矧镩

1 0 0

燰䌏

,她 1 = 3 1 

燰

=

蚓�踵

=4(3 — 

牃

,

2 2 3 2 4 3

所以

燰�

= 3时，向量组ai ,a2 ,。3线性相关.

(2)设11。1 +五。2 +了3。3 = 0,按分量写出.即

餫

11 +12 + 13 = 0

玓炎�婥�欼蚓

= 0
<

叶Ⅶ�

4- 

螓炎

+ 心 3 = 0

卓玔跅�㐼炎�

+ 

玓蚓�

= 0

对系数矩阵作初等行变换有

「1 1 1 - -1 1 1 -

狳

1 1 

諂

0 1

懑

0 1 -1 0 1

懑

2 3 a 0 1 a-2 0 0 a

x

— 1

_3 5 1 _ _0 2 -2 _ 0 0 0 _

可见q

n

= 1时，秩广(4) = 2 V 3,齐次方程组Ax =。有非零解.从而a

h

,a2 »a3线性相关. 

当。夭1时，秩r(A) = 3,齐次方程组Ax = 0只有零解，那么

燱�

,a2,a3线性无关.

汰�
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例 设 A = （ai ,a2，…，a”），B =（艮，&，…，°”），AB ==（力,y2，…，为）均是 n 阶矩7 :

阵，记向量组

（I ） ：ai ,如，…，a”，（ R ）：怯，&，（皿）为，7z，…，7” 

若（HI）线性相关，则

（A）（I）（n ）均线性相关.

（0（1 ）必线性相关.

【分析】（皿）线性相关« I AB |= 0

| A | = 0 或 |B|=0

（B）（I ）或（U ）至少有一个线性相关.

（d）（h）必线性相关.

所以应选（B）.

（1997,数三）向量组a, ,a2 ,a3线性无关，则下列向量组中线性无关的是例 8

(A) O1 +。2+ 03 9 03 ~.
(B) ai +。2 02 +。3，。1 + 2。2 +。3・
(C)ai + 2az 9 2az + 3a3»3a3 + ai ・
(D)ai + % +。3，2。1 — 3。2 + 22。3,3ai + 5a2 — 5a3・
【分析】由观察法

（A） （。1 +。2）—（。2 +。3）+（。3 —）= 0.

(B) (ai +a2) + («2 +«3)— (ai + 2a2 +。3)= °・ 
知(A)(B)均线性相关,然后可用秩继续分析 

令+ 2(X2，夕2 = 2(X2 + 3口3，夕3 = 3。3 + 

则(P1 '，。3)=(。1 + 2。2，2。2 + 3flf3 , 3a3 + a】)

-1 0 1-

=(cii 9(X2 9(X3) 2 2 0 9
_0 3 3_

1

由 | C | = 2

0

0 1

2 0 =12尹0,矩阵C可逆，又＜21,。2，。3线性无关，知r（ai ,。2，。3）= 3,

3 3

于是 r（/Ji ,夕2，夕3）= f［（ai ,。2 ,。3）口 = r（ai ,皿，。3）= 3, 

从而,02 ,03必线性无关，即（C）必线性无关.

关于（D）,

-1 2 3 -

（。1，“2，03）= （CC1 9（X2，。3 ）1 — 3 5

_1 22 一 5-

1 2 3

因 1 —3 5 = 0,r(C) = 2,那么厂(。1 ,此，怯)=厂[(。1，a2 ,。3)C] < r(C) = 2.

1 22 -5

可推断出（D）线性相关.

例 9 已知,。2，。3线性无关，证明。1 +a2 ,。2 +。3，。3 +ai线性无关.

【证】 记=。1 + a2 ,。2 =。2 +。3，夕3 =。3 + 口1，则

0

1

1

（fil ,§2，。3）=（。1 +。2，。2 +。3，。3 +。1）=（。1，。2，。3）

-1

1

_0

1-

0

1_
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第三章

1

由于1

0

0 1 

俼

1 0 = 2尹0知矩阵1

1 1 

慖狙侂Ⅶ(

可逆.

1 1_

又因 903 线性无关，从而 ,。2 ,03

"

= 

侂芤燱�

,。2，。3）= 3,所以向量组 O1

r

+。2，。2

+

燰蚓�

,。3 + ci\线性无关.

或者，设加（。1 +。2）+ 人2（。2 +。3）+ 为3（。3 +）= 0

即 以】+ k3 + 以】+ k2）a2

r

+ 以2 + k3

rAM5r

= 0

因

犤碃燰炎舷蚓

线性无关.故

加 +么=0

< ki + k2 = 0 （ 

圥

）

k2 + k3

r

= 0

1 0 1

由1 1 0夭0,得齐次方程组（ ）只有零解，即必有奴=0,奶=0,奶=

韵

0 1 1

所以向量组。】+。2，。2 

踫蚓�

,。3 +。1必线性无关.

例 1我 证明定理：如果"维向量 ,a2, -,a,线性无关,

燰䌏

，地,•••,<»,/线性相关则向

量。可由 线性表出且表示法唯一.

【证】 因为垢,a2,…,

爃

线性相关,故存在不全为0的加,k2,…以,

瘍

使得

kjOi + k2a2 + …+ k,a,

r

+邮=

韵

如果其中k = 0.那么必有kx

r

，…成,不全为0,而

+ k2a2 + …+ k,as

r

= 0

这与已知条件

爃�

线性无关相矛盾.所以必有k丰0,那么

蹕

=(一 

諂�

+ 

槞

圥

�溻�

+ 

袒汰�跅�

槞

婥�澋諂

即向量。可由 ，％,…， 线性表出.

若 有两种不同的表示法，设

= 

罬ㆠ�

+ x2a2 + 

踻匀�

fi = yiai + y2a2

r{

----- y5as
两式相减，得

芤罬�婥

少）。1 + 

芤玓炎�

— y2）% -----

矧�芤玦�婥�嶛�蔂狤�

= 0,

因为是两种不同的表示法,

麒�婥�

yi不可能全为0,于是

燱�

,。2，…， 线性相关，与已知条 

件矛盾.故0的表示法唯一.

例

矬絊

证明定理：向量组 1，。2,・・・，叫（5 2 2）线性相关的充分必要条件是至少有一个

向量 可由其余的向量 ，・・・，％线性表出.

【证】必要性

若 工2 ,・・・0线性相关,则存在不全为0的加以2 ,…仇使

kiOi + k2a2 + …+ ksas

r

= 0

不妨设Ri丰0,则有

k\U\ =— k2CL2 — & 3。3 — — ksa5
那么

燱�

=（—芸）。2 + （-芸）<»3 4-----

啇

（―亲）。"即。

Ⅶ

可由。2，她，…， 线性表出.
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考研致学疆习全书-基础篇

充分性

如果a,可由a 1 ,••• 0_1 ,a,+i ,・••，％线性表出.设

a. = Ami + …+ k-ia—i + 知 a,+i + …+ ksas 
即有 kxax H---- —Oi +包+1。汁1 H-------------ksas = 0
组合系数妇，…，卜1, — 1以汁1，…，奴不全为0,所以。1 ,。2 ,••• ,a$线性相关.

证明定理:设,。2，・・•，。,是如维向量,。2，…，0s是〃维向量•令为=

（1） 若,。2，…，。$线性无关，则71罚2，…“必线性无关.

（2） 若为,%，・・・"线性相关，则。足，…，。,必线性相关. 

【证】构造两个齐次方程组

Xz
(。】，。2，…，a,) . = 0 ( I )

云「

Xz
（7i，处，・・・，/）: = o （n）

a„ I （。1 ,。2，…，<Xs）X = 0 （ I ）
即 l（A，/h,.”，A）x = o （皿）

由于（U）的前％个方程就是（1）的所有方程，于是

｛（D）的解｝ u ｛（I）的解｝.

（1） 当ai，处,•.•,<»,线性无关时,（1）只有零解，因此（口）也仅有零解，故为,为，•••，，, 

必线性无关.

（2） 当由，齐，…"线性相关时，（口）有非零解，因此（I）必有非零解，故a】，％,•••,% 

一定线性相关.

练习3. 1

(1) 已知 a】=(1,2,1)T ,a2 = (2,a,3)T ,a3 = (5,7,2)T 线性相关，则 a =.

(2) 已知 P= (1, — 4,a)T 可由 ai = (l,2,3)T,az = (2,l,0)T,a3 = (4, -1, -6)T 线 

性表示，则a = .

(3) 设向量组ai,a2,a3线性无关，则下列向量组中线性无关的是

(A)ai  + a2 ,a2 + a3 «a3 — ai. (B)ai — a2 ,az — a3 ,«3 — ai.
(C)ai + a2 ,a2 +a3 ,如 + 2a2 + a3. (D)ai +a2 m +a3 ,a： + ai.

(练习答案在297页)
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心向量

三、向量组的秩、矩阵的秩

向量组的秩

宜义 向量组 ,…， （1 < ir

x

< 

名蔂

是向量组 ,a2，― ,as的部分组，满足条件

芤膷碃

,电，…， 线性无关；

中加入任一向量则向量组a.x

x\L\-

, — ,a,r ,a.线性相关.

则称向量组 是向量组 的极大线性无关组.
条件（2）的等价说法直：向量组中任一向量 均可由 ，俱，…,俱线性表出.

向量组的极大无关组一般不唯一,但极大无关组的向量个数是一样的.只有一个零向量 

组成的向量组没有极大线性无关组，一个线性无关向量组的极大线性无关组就是该向量组 

本身.

向量组的极大线性无关组的向量个数称为向■组的秩，记为〃（外，化，…，

定义设向量组

（I ）—血，…， ; （ II）饥，02 

稀袒碃

,

若（I）中的每个向量 1,2，…， 均可由（II）线性表出，则称（I）可由（口）线性表出； 

若向量组（1）、（口）可以相互表出，则称向量组 ）是等价向■组，记成（I ）三（口）.

向量组和它的极大线性无关组是等价向量组.

一个向量组中各极大无关组之间是等价向量组，且向量个数相同.

定理 8如果向量组（I ）可由向量组（ ）线性表出，则

侂芤狳蔂釬芤麒蔂祝

推雄 如果向量组（I ）和（口）等价，则

侂芤�狳�

） = 

侂芤儥蔂祝

向量组 

燱�

= (1, 

婥�

1

希习滝◣�舷炎�暤�槵席袭希滝◣�舷蚓�暤�樄悉熄袭蹀◣�舷酩�暤�樃务

一 

焰焰越蔂〨燿�暤�芤焰�

— 

镧㐎炎蔂◣

的极大线性无关组是 

祝

【分析】列向量作初等行变换化为阶梯形，有

諂�

1 0 3 1 2「 _10 3 12-

懑蛳恧�懑

0 110 1 记 /

芤蚹�

，口5）=
2 17 2 5

婥

►
0 0 0 1 2

===

橞

，§2 ,03 ,04 ,05)

_ 4 2 14 0 2 _ 0 0 0 0 0_

此时每行第1个非0数在第一，二，四列，故

燱碃牑碃爃

是一个极大线性无关组.

【注】由 = 3（1,0,0,0）t + （0,1,0,0）t
（2,1,2,O）t

n

= （0,1,0,0尸+2（1,0,1,0尸

即尚

暤

30i + % ,05 = flz + 2fl4,故知 

爓�暤�蝥Ⅶ�

+ 

燰炎�舷⻳�暤�燰炎�

+ 

业酩祝

于是用极大线性无关组 表示出

燰蚓

和

燿祝

例 向量组 :

燱�缛燰炎�

,。3

㸍芤�儥蔂

:

燱�

,站,。4; （ ）:

燱�缛燰炎�

03，。5.若秩厂（I ）=

侂芤�麒�

） = 

蛲侂芤�９

） .则 

侂芤燱�

,a2，。3，。4 

踫⻳蔂�暤�

・
【分析】由厂（1） = 3知 血，<13线性无关，

II） = 3知 血 线性相关，

故。4可由，。2线性表出，那么向量组 ,。2，。3

碃爔�

+。5与，。2，«3 »«5可以互相线性 

表示，即向量组等价.
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J

所以 r(ai ,。2，。3，。4 +。5)= 4.

或设。4 = Aldi + k2a2 +互3。3，则

(。1 ,。2，。3，。4 +。5)=(。1，。2，。3，知。1 +奴。2 +幻。3 +。5)

-1

0

0

0

0

0

妇-

k2
k30

0

由于矩阵

kc 
k2 
奴

可逆，故 r(ai ,。2，(»3，。4 +。5)=厂(。1 血,。3，05)= 4.
0

0

0

0

0 0 0 1_

练习3.2

(1) 已知向量组。1 = (1,2,3,4),% = (2,3,4,5) ,a3 = (3,4,5,6) ,a4 = (4,5,6,7),则 

该向量组的秩是.

(2) 已知向量组。1 = (1, — 1,0,5)丁，。2 = (2,0,1,4)T ,a3 = (3,1,2,3)T ,a4 = (4,2,3, 

。尸，其中a是参数.求该向量组的秩与一个极大线性无关组，并将其余向量用该极大线性无 

关组线性表示.

(练习答案在297页)

2.矩阵的秩

定义在mXn矩阵A中，任取互行与上列以< m以V 〃)，位于这些行与列的交叉点上 

的/个元素按其在原来矩阵A中的次序可构成一个力阶行列式，称其为矩阵A的一个&阶子 

式.

定义(柜阵的祺)设A是mXn矩阵，若A中存在r■阶子式不等于零，厂阶以上子式均 

等于零，则称矩阵A的秩为I记成r(A),零矩阵的秩规定为0.

秩r(A) = r «矩阵A中非零子式的最高阶数是r.
r(A) < r A中每一个r阶子式全为0.
r(A) 2厂㊂A中看r阶子式不为0.

特别地>r(A) = 0 <=> A = O,

A 尹 O <=> r(A) 2 1.

若4是〃阶矩阵,r(A) | A | 0 <=> A可逆.

r(A) < n <=> | A | = 0 A 不可逆.

若 A 是 m Xn 矩阵，则 r(A) W min(m,n). 

宣珪3. 9经初等变换矩阵的秩不变.

柜阵稚的公式

r(A) = r(A*  ) ；r(ATA) = r(A).
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策三童

当 k^O

x

时

匣樌滝�

= 

俫㘾譣俫㘂�跅�墙�

< 

俫㘾�踍槮滽

r(.AB) <

x{y~rl/ZYx\lrtYYx\{L»rlrZYx\lrtYYxWx

r(A,B)

xWxlrZYx

+ 

俫墙祝

若 

酩�

可逆，则 r(AB) =

xlrtY\lrtZYx"x

r(B).

若 是 mXn

x

矩阵， 是 

麒�歎�

矩阵,

㘏�暤�̂

则 

俫㘾踍槮滝�醟�

n.

分块矩阵 

鸧暤�俫㘾踍槮漃

'O B'
定理3.10 (三微瓶等)设 是

寂麒

矩阵，将

㘂

以行及列分块，得

= =，此，•••，&]

则有

侂芤㘂蔂芤

矩阵 的秩）

例如：矩阵 =

A中有二阶子式

懑

1

0

_ 1

1

了（。1 

ꆴ炎�稀袒�㵉尌蔂芤㘂�

的行秩）=,$，…，0n）（A

x

的列秩）.

3-

5・
0

全

1 2 一 1 1 2 3 2 _ 1 3

7^ 0,4中三阶子式 0 0 1 0 0 5 ° 1 5

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0

0

1 

0

2

0

0

为 0.故 

俫㘾�

= 

验

，极大无关组是。|，。3,

T 「2一 -r

a

的列向量= 0 ,地= 0 9 03 = 1 ,。4 = 5

0_ 0_ _ 0 _ 0_

故 

㘂�

的列秩厂（。1 ,。2 ,。3，。4）= 

验㘂�

的行向量组人=（1,2,

懑席蔂务㡎�

= （0,0,1,5）,03 = （0,0,0,0）,极大无关组是周，,, 

故

㘂

的行秩厂（$,02，。3）= 

验

「1 1 2 

燰�

3「

15 (1)例

⑵设4 =

2 3 5 5 4
已知矩阵4= 的秩 = 3,则a =

乙 乙 <5 JL 弓

_1 0 1 1 5_

~k 1 1 1

：：：：，且秩 = 3,则龙=.

111k

【分析】（1）经初等变换矩阵的秩不变,对矩阵 作初等变换

1

3

懑

a — 1

5 '

恣

恣

恧

汰�
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1^11
(2)由 I A |= 1 i L 1 =以+ 3)以一 IT

111^
若 k = 1 知 r(A) = 1,故 k =-3.

例 |16 :已知A是m Xn矩阵,8是n Xm矩阵，且AB = E.证明r(A) = r(B) = m. 

【证】 因AB = E(m阶)

有 m = r(E) = r(AB)<r(A) (1)
又A是m 矩阵，有r(A) (2)
比较(1)(2),得心)=m 
类似地,r(B) = m.

|17，已知向量组

(I )ai ,a2，…，a,和(口 )fli ,。2 »•,, »A 
若(I)可由(口)线性表示.证明

(l)r(IXr(n ).
⑵若s>£，则(I)必线性相关.

【证】(1)因(I)可由(H)线性表出， 

设ai = cn/Ji + c21p2 H------ cap.

a, = ci,们 + c2,p2 + …+ capt

即存在矩阵C= [%],使
(ai ,a2 »,•, »a,) =(A ，/OC

那么 r(ai ,a2，…，a,) = ，仇，…，P，)C]
< r(A ，…，艮)

即 r( I )<r(H).
⑵若s>t,则

r( I ) V r( 口)= r(Pi，—,…演)V £ V s
:・a\ ,a2，…，a,必线性相关.

练习3.3
(1) 设4,B都是”阶非零矩阵，且AB = O,则4和B的秩

(A)必有一个等于0. (B)都小于九.

(C)—个小于"，一个等于n. (D)都等于n.

(2) 设A是秩为r的mXn矩阵，C是〃阶可逆矩阵，B = AC.若r(B) = c ,则
(A)r  = n. (B)r <； n.
(C)r> n. (D)r和r关系与C有关.

(练习答案在297页)
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四、正交规范化、正交矩阵

内积

定义设有”维向量 a = 

樲Ⅶ�

,a2

x%L¥Y+x%

P =

xr：）yx

,b2,b„Y ,令
n

(a9fi) = aTfi = pTa =、七们
»=i

则称(a,/l)为向量a,。的内积.

内积满足下列性质

(a,/J) = (/J,a)(对称性)；

A(a,P

6

= (Aa,g) = (a,部)(线性性)；

(a + 0,y) = (a,y) + (/J,y)(线性性)；

(4) (a,a) 2 0,等号成立当且仅当a = 0(正定性).

定义设 

狳�

a |= J(a,a) = 

綝譣�踫譣�

+ …+武称为向量 a = 

樲Ⅶ�

,a2, 

\L\Y+x

的模(长 

度)，| a 1= 1时称a为单位向置.

定义两个向量a,。夹角的余弦为

(_ (a,。)cos(a,/J

6

=言||们

当(a,/J) = 0时，则cos(//D = 0,(a?/J)=奇，此时称向量a,p正交.
U

-(

施密特正交化

话密特 Schmidt)梅淞正交化右喘

设向量组a

h

,a2 ,a3线性无关，其标准正交化的方法如下(又称正交规范化): 

先正交化，取

pi

—

= 

燱

, 
p2=a2_^12Pll

o _ (。3 » pl

/

» (。3

碃

“2

/

府
“3 ='3 —3T盘»"'一 而而

则4我，氏是正交向量组.

再将执，宙，。3单位化.取

A A A

则是标准正交向量组，即有(如功)=

浑�

=而叫

暤�暤�乄風狙

, 

Ⅶ�

# 

擭

l,i == j'

JM

正交矩阵

定义设A^jn阶矩阵，若=ATA = E,则称A为正交矩阵.

定it 3. 11如4是正交矩阵<^AT = A"1
04的行(列)向量都是单位向量且两两正交

例 与向量 = 

樻席希滝◣舷炎�

= (1,1,一2)丁都正交的单位向量是<

汰�
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【分析】 设a = (xi ,x2 »x3)t与on 都正交，贝!I

((a,ai) = zi + 3x2 + 2x3 = 0

\ (a,a2)= xi + x2 — 2x3 = 0

■1 0 -4'

.0 1 2 .
1 3 2~
,0 1 2.

-13 2

.11-2

得1 = （4,一2,1）丁，再单位化有士 土（4, 一 2,1）丁为所求.

721

例 已知〃维向量ai ,a2，― 9as是两两正交的非零向量.

证明页，血，・・・0线性无关.

【证】设

19

kxa\ + k2a2 + …+ ksas = 0
由于a, 两两正交，即OrOj = 0,用a?左乘（1）式两端，得

kxala\ = 0

因ai夭0,故alax # 0,从而必有妇=0.

类似可证k2 = 0,…，包=0.于是向量组，…，a线性无关.

(1)

已知 ai = （1,1,1）丁，（》2 = （― 1,0, — 1）丁，。3 = （―1,2,3）丁，试用施密特正交 

化将这组向量正交规范化.

【解】先正交化

20

0】 =Ch =

»2
_ _（。2，」）8
一血（&,"

A —a —耸3 ,Pi%-O3 (四，"
_（。3，夕2）8
—（&，「2）航

1

-r
2 4

3 -1
-r
2 =

—2一

0

_ 3 _ _1_ -1_ _ 2 _

1
—1

2

-1

再单位化 ri=i
1

,r2=#
-r 

o
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第四章 线性方程组

线性方程组第蓑无解的判定 非齐次线性方程组的解与相应的齐次线性方程组 

:（导出组）的解之间的关系 线性方程组解的性质和解的结构 齐次线性方程组的基础解 

I系和通解非齐次线性方程组的通解

一、基本概念

我们称

+ 

燰镨玓炎�

+ …+ alnxn = bi

a2iXi +a22x2

x®

----- a2„xn = b2

ruYuV-xux)x)x\xux

n

是”个未知数⑺个方程的非齐次线性方程组，其中工1 …，工”代表”个未知数，而但，缶,

…，如是不全为0的常数.

利用矩阵乘法，方程组（I）可表示为：

负

。21

氏12

0-22

RL%yy

于是方程组 的矩阵形式:

炎

Ax = b
称A为方程组（I）的系数矩阵.

对矩阵A按列分块，记A

r

=（外

碃爄

,

燰䰥蔂

，则方程组（I ）有向量形式 

玔燱�踭炎燰炎�

+ 

息务�

= p
其中 

燰譣

=（气

碃䀝擭

，…，％ = （bl 土2，,・,，bm）T .

如果

風�

j = 

「x

恒有bj

x"x2\

则称

韶负

+ aXnxn

x"x2!-MuMx

+口22工2 ----- a2„xn =

x2ixcxMMxh

amlXi +am2x2 + …+amnxn = 0

为齐次线性方程组（也称（口）是（ ）的导出组）.其矩阵形式为:

Ax = 0
而齐次方程组 的向量形式，则是

汰�

261 ・



考研致学夏习全书•基础篇

xiai +互％ H— +x„a„ = 0

若将一组数。点，…,C”分别代替方程组（1）（或（U））中的了互，…,使（1）（或 

（n»中巩个等式都成立，则称mm,…,c,）t是方程组（i）（或（口））的一个解.

解方程组就是要求出方程组的所有的解.

求方程组的解就是要对所给方程组作同解变形，而同解变形的方法：

（1） 两个方程互换位置；

（2） 用非零常数乘方程的两端；

（3） 把某个方程的k倍加到另一个方程上.

同解变形所对应的矩阵语言就是矩阵的初等行变换.

二、齐次线性方程组

对于齐次线性方程组

anXi + a12x2 + …+ alnxn = 0

Q21Z1 + a21x2 + ..・ + a2nxn = 0
5 （ 11 ）

+am2x2 + …+amxn = 0 

易见Xi = 0,x2 = 0, — ,xn = 0必满足每一个方程.故（0,0，•- ,0）T 一定是齐次线性方程组的 

一个解，称其为零解.除去零解之外，如果齐次方程组还有其他的解.那些解就称为非零解.

其础绥鬲如果m，可2，…，环是齐次方程组Ax =。的解，而且满足

（1） fjl，邛2 ,…，华线性无关，

（2） Ax = 0的任一个解町都可由1/1，邛2,…，华线性表出> 

则称邛1项2，…f 是Ax = 0的一个基础解系.

但的性扁如果fji，邛2，・"，却是齐次方程组Ax = 0的解，则对任意常数ki以2，・・・，包，

刈邛1 + k2T）2 +

仍是该齐次方程组的解.

定理4. 1齐次方程组AmXnx = 0有非零解<=>r（A） < n.

推嫌1.当m<n时,Ax =0必有非零解.

2.当m = n时= 0有非零解0 | A | = 0.

定珪4. 2如齐次线性方程组（D ）系数矩阵的秩r（A） =r<n,则（口 ）有n~r个线性 

无关的解，且（口）的任一个解都可由这n-r个线性无关的解线性表出（BP（n）的基础解系 

由〃一厂个解向量构成）.

定理4.3若即1，地，…，华是齐次方程组（n）的基础解系，则（n）的通解是^ifji +k2i\2 

+ ••• +虹驴，奴，奴是任意常数.

例 求齐次方程组

5X1 + lx2 + 2x3 = 0

< 3xi + 5互 + 6a — 4飞4 = 0

、4zi + 5五—2x3 + 3j：4 = 0 

的基础解系和通解.

【解】对系数矩阵作初等行变换，有

-5 7 2 o - ~1 2 4 -3- -1 2 4 一3一

A = 3 5 6 -4 ―A 3 5 6 -4 —► 0 -1 -6 5

_4 5 -2 3 _ _4 5 -2 3 _ 0 -3 -18 15
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~1 2 4

戆餫

-1 0

憝

7 _

―► 0 1 6

盱

——► 0 1 6

盱

_0 0 0 0 _ _0 0 0 0

得同解方程组:

—

觌蚓�

+ 7心=

+ 

谒蚓�

— 

⻳鱙髵酩�

=

0。互

暤婥冫罬�

= 8,

1=^^2 = 

㐎Ⅷ�

= — 7,

X\ = 8x3 — 7 工4 

x2 =— 

(ŒJ—

+ 5^4

令工3 = 1，^4 =

欼蚓�

= 

蕴緎酩�

=

故基础解系为 

㠸Ⅶ�

=(8, 

婥冫稦憎〨㠸炎�

= (―7,5,0,

鸫㎎

通解是

贜Ⅶ�

+奶地，刈以2是任意常数.

或者，令^3 =，，工4 =乃,得通解：

=8t — lu

"「

6： + 

㐉

34 U

亦即X = t

13

~ 8 

餫

~-T

px

8 -

恣

5 —6

1
+ u

0
，基础解系为：

1

_ 0 _

祝

1 _ :。_

愆⻳越镓

求齐次方程组

2xi — x2— 

啧蚓

+ 

⻳酩�

= 0

〈X\— 2x2— 

⻳鱙鷼

— 

炎鱙鷽�

= 0

X\ + X2— 

炎鱙髵蚓婥�

2]4=0

的通解.

【解】对系数矩阵作初等行变换，有

一 2 -1 -7 5 _ -1 1

恧

-2" ~1 1

恧

~2~

A = 1 -2

.〃.-

—► 1 

恧

盱

恧

——► 0

婥蚓戆

0

1 1

恧婥炎

- 一2 

懑

—7 5 _0

戆戆

9

-1 1

恧

~2~ 一1 0

戆

0~

0 1 1 0 —A 1 1 0

0 0 0 1 _ 1_

得同解方程组

'工1 — 

蚓圥

蚓

�

= 0

< x2

xs»x̂

= 0

、 了4= 0

Xi

—

= 

蚓蚓�

即〈工2 

暤婥�

^3 

义=

狙

令 = 1=>X4 =0, 

玓炎�暤婥�恸�

= 

蛐

例

0

0
即

故基础解系为

㠸暤�樄檄稦稦憎◣祝

通解为：加以为任意常数.

或者，令x3 = 

絊

解出
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亦即 x = £(3, — 3,1,O)T.

【注】如何加减消元？怎样求解？要重视这里的基本计算.

对自由变量既可以用(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)来赋值，也可用t,u,v.

3
A可以为

例 要使=(l,0,2)T,@ = (0,1,-1)T都是齐次线性方程组Ax =0的解，则

(A)
-—2

-4

1 1 _

一2 -2.

~2 0

-0 1

r
1-

(C)
-2

.4

0 1 -

0 -2_
(D)

•-1

-0

0 2 ■

1 一1_

【分析】 因为垢，地线性无关，所以Ax = 0有2个线性无关的解，于是n-r(A) > 2. 

即知r(A)<l,可排除(B)(D).

下面应排查a】，a2是不是Ax = 0的解.由在(C)中

.一2 0

-4 0

1 -

-2-

'0

1 

-1

■-T 

-2 .
尹0.

即％不是(C)的解.故应选(A).

例 4 :已知A是5X4矩阵,作，邛2是如=0的基础解系，则ATj = 0的基础解系

(A)不存在. (B)有一个非零解.

(C)有2个线性无关的解. (D)有3个线性无关的解,

【分析】 齐次方程组Ax = 0的基础解系由n — r(A)个线性无关的解所构成.因A是 

5X4矩阵，于是

4 — r(A) = 2 9

那么 r(A) = 2,于是 r(AT) = r(A) = 2.

又4丁是4 X 5矩阵，从而ATy = 0的基础解系由

5 — r(AT) = 5 — 2 = 3 

个线性无关的解所构成,故应选(D).

练习4. 1

(1) 齐次方程组© - 2x2 + 3x3 - 4x4 = 0的基础解系是.

(2) 齐次方程组

Axi +x2+x3 = 0

〈Xi +Ax2+x3= 0

、Xi +x2+x3 = 0

只有零解，则A应满足的条件是.
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第四章 线性方程组

广.盐":
.

(3)设A是

踯⻳

矩阵，。1,。2,必是齐次方程组Wx = 0的基础解系，则秩r(A)= 

橞漑祝�槮漐祝�樉滾祝橁潏祝

(4)求齐次方程组＜

X\ + x2 — 

蝥髵酩�

— 

玓⻳�暤0矬�婥

了2 +4无

嬪

了4 = 0 的通解.

踽Ⅶ

— 

叶炎

+ 

镨蚓

— 

炎鵥酩

— 3互=0

(练习答案在297页)

三、非齐次线性方程组

•的性扁1•设&,品是方程组仙=万的两个解，则&是导出组如=0的解.

2.设&是方程组Ax = b的解，邛是导出组Ax = 0的解录是任意常数，则& +舫是方程 

组Ax = b的解.

定il 4. 4 Ax = b

r

有解＜=^r(A) = r(A)
0》可由A的列向里线性表出.

Ax = b

r

无解 0r(4) + 1 = r(A).
【注】A=\

8

A,b

{

称为方程组Ax = b的增广矩阵.

定51 4. 5 (解的结构)设a是Ax =》的解 m …，华是导出组Ax = 0的基础解系,

则方程组Ax = b的通解为

a + ■ m + kzTfz + …+ kti\t,
其中 

�

是任意常数.

解方程组

【解】

'e + x2

xs»x̂

+ 

捖�

+ 女=2 

叶ｇ�蚓炎�

+13 +工4— 

螓⻳

= 0 
V

欿�

+ 

炎蚓�

+ 

螓酩酩

- 315 = 4

灴酯ｇ�㐼炎

+ 

螓蚓�

+ 

叶酩�

+ 

炎⻳

= 6 

对增广矩阵作初等行变换，有

例

得同解方程组

265 

汰



Xi + 2x3 + 12x5 = 10
〈xz — x3 — 8女=—6 ( * )

x4 — 3x5 =— 2

令a = 0,x5 = 0得方程组Ax = b的一个特解

a = (10, — 6,0, — 2,0)丁

对应的齐次方程组

Xi + 2x3 +12z5=0
< x2 — x3 — 8x5 = 0

、 14 — 3x5 = 0

得Ax =0的同解方程组

'X\ =— 2x3— 12i5

sx2 = x3 + 8x5
X4 == 3«2?5

分别令了3 = l,x5 = 0和了3 = 0,x5 = 1得Ax = 0的基础解系

fji = (― 2,1,1,0,0)丁，即2 = (― 12,8,0,3,1)T

所以方程组的通解：

(10, — 6,0, —2,0)丁+奶(一2,1,1,0,0)丁+奶(一 12,8,0,3,1)。必以2 为任意常数.

或对同解方程组(*)

令了3 =、了5 ="，解出

hi = 10 — 2t — 12u

x2 =—6 + l + 8“

〈13 = 2

•Z4 =— 2 + 3“

.x5 = u

亦得通解 X = (10, —6,0, —2,0)丁+武一2,1,1,0,0)丁 + 就(一12,8,0,3,1)，，工为任意常 

数.

例・

3xi + 4x2 + a + 2x4 = 3
y 6x1 + 8x2 + 3x3 + 7工4 = 7

.9x1 + 12x2 +%3 = 7

【解】对增广矩阵作初等行变换，有

J_ : £-
T ； ~3~

3 : 1

0 0_

得同解方程组

=_ §12 + 袅4 + M
< 5 5 5

.X3 = — 314 + 1
9

令x2 = 0,x4 = 0,则xi = y,x3 = 1得方程组Ax = b的特解a

( * )

T9 
y,0,1,0
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第四童 线性方程组

此时对应的齐次方程组为

4 , 1
=一 + 成了4

< 

O�O奏蚓�

= — 3似
4

令血=1,14 = 

则㵅Ⅶ�暤婥�婥�纤蚓�

= 0； 
0

x2 = 

蕴玓酩�暤�鸠㵅镓�暤�砣恚玓蚓�暤婥�蛐

于是导出组的基础解系是

㡡Ⅶ�

= （—

㡅碃碃蔂

项2 = （§，。，一3,1）

从而方程组的通解为

玓�

= 

燰�跅�壃㠸Ⅶ�

+奶邛2以1以2是任意实数

或对同解方程组

令工2 = £口4 ="，得

婥

2 4 

祝�

1
TX = ―― —t+~U

O O O

4x2=t

工3 = 1 

婥�

3“

Xi = u

从而有通解 

玓�

= （§,0,1,0）丁+"—§,1,0,0）丁 + 4§，0，一3,1）二

例 (1993,数三)已知线性方程组

4

< —

捓跅�

皿 2 + x3= a2

x

T\ — x2+ 

炎蚓�暤婥�

4

有无穷多解，求

燰

的值并求这些解.

【解】对增广矩阵作初等行变换，有

-1 1 a \ 4 - - 1

懑

a 1 

蹕

—> 1

_ 1

懑

2 ： - 4一

婥懑懑�

--1 2

肀

0 2 a

x

— 2 : 8 —

_0 a

.M

3 : a

Fx

— 4-

懑�

2 ： 

祢�貂

1 a

x

； 4

a 1 \ a2 -

ri -i

）I

: 

䘔酩�镓

0 2 a

x

— 

炎�戤

0 0 

芤燰�跅�镓蔂炎芤酩䘔燰蔂�燰芤爑酩蔂

由于方程组有无穷多解 = 

俫㘾�

< 

验�

故 

燰�暤�醵懑懑

2

婥貊懑

0 3

宰

0 2 2 8

婥

► 0 1 1 4

_0 0 0 0 _ _0 0 0 0_

令

燰�

= 0,得方程组的特解 = (0,4,0)丁 ,

令

燰�

= 1,得导出组的基础解系r\

r

= (― 3, 

婥�

1

袭滝◣�

, 

所以方程组的通解为

玓�

= a + kij9k为任意常数.

汰�
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考研裁学覆习全节•基础篇

例 8 (1995,数一)设线性方程组

hi+3皿+2j?3 +工4=1

x2+ or3— az4 =— 1

^i+ 2x2 +3^4=3

问Q为何值时方程组有解?并在有解时求出方程组的通解.

【解】对增广矩阵作初等行变换，有

3 2 1 :1 _ 3 2 1 1 ~

= 0 1 a ——a "1 —► 0 1 a —a -1

2 0 3 :3 _ _0 -1 -2 2 2 _

'I 3 2 1 1
-

—► 0 1 2 -2 -2 9
0 0 a -2 2-a 1

当a = 2时,r(A) = 2,r(A) = 3方程组无解.

当a 乂 2时,r(A) = r(A) = 3 ＜儿,方程组有无穷多解,

一1 3 2 1 1 1
1 3 0 3

a-4 - 
a-2

―A 0

0

1

0

2

1

-2

-1

-2

1
—► 0 1 0 0

2 — 2q 
a — 2

a — 2.
0 0 1 -1

1
a — 2

所以方程组的通解为

— 7a — 10~1
10 0 3

a — 2

——> 0 10 0
a — 2

0 0 1-1
]

a — 2 J

'=(涪,吕,土,°)‘+23，。，1，1)以为任意常数.

例 9 ;设a】9a2 9a3是4元非齐次线性方程组Ax = b的三个解向量，且秩r(A) = 3. 

ai = (1,2,3,4)T,% +a3 = (0,l,2,3)T,则方程组 Ax = b 的通解是.

【分析】 由n-r(A) =4-3 = 1,所以方程组的通解形式为a +闾，现在特解已知可 

取，下面就是应找出导出组Ax = 0的一个非零解.

因为 Aai = b,(i = 1,2,3)有 A[2ai — (a2 +。3)]=。.即

2。1 — (% +。3)= (2,3,4,5)T

是Ax = 0的一个非零解.于是方程组的通解为(1,2,3,4)丁+奴2,3,4,5)丁以是任意常数.

例 (2002,数一、二)已知4阶方阵A = (a】9a2 ,她，。4),她 mm 均为4维列向

量，其中。2，。3，。4线性无关,。1 = 2(X2 —。3，如果P =。1 +。2 +。3 +。4，求线性方程组At =

。的通解.

【解】 由。2，。3，。4线性无关

=>r(A)=厂(。1 ,。2 ,。3，。4)2 3 (1)
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第四章 线性方程组

又 。1 = 2a2

x「

。3=>。1 

牰�

9«3 线性相关 

鋇Ⅶ�

,血9(X3

x

»<^4线性相关 

朾俫㘾�

V 4

俫㘾�

= 3

n

x

— 

俫㘾

由（。1 ,。2

知 是Ax =。的一个特解.

。3 +。4

又 a

h

=2a2 —— 

业炎�踫蚓�

+ 

赠酩�

= 0

祢

1 1 

啇�

1 

餫

—2 — 2

靷

=(。1 ,。2，。3，。4) 

靷�

= 0
_ 

狙�絊�愼�

° -

知 是Ax = 0的非零解 

・

!

・

a6n

=。的通解为X = （1,1,1,1）丁+龙（1,一2,1,0）丁以为任意常数.

【注】没有方程组一般由秩开始，搞清解的结构再分析推理，把特解、基础解系讲清楚.

练习4.2

镪

已知方程组 有无穷多解，则

燰�

=

+ 12 + 

捔�

= 0

2.解方程组< 

欿�

+ x2

x「xLx

— x^ =

xM(\〃»y

+ 

㐼炎

— 3x3—纭4 = 4

罬�

+ 血 + 2x3 = a

^

.已知方程组  <3了1 —x2

x

—

谒蚓

= 

燰�

+ 

验祝

11+

酩鱙髵遗

10 = 

䀍�

+ 3

问 为何值时方程组有解？并在有解时求其通解.

（练习答案在297页）
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四、 公共解、同解

请在复习好方程组求解这些基础知识后，再参看《复习全书（提高篇）》或《线性代数辅导 

讲义》的相关内容.

五、 方程组的应用

例
ro in

求和矩阵a=" °」可交换的矩阵.

【解】 设乂= *灰与矩阵A可交换，即

x2iro
x4 JLo

r
o.

即捋：］=［o ：：］，得齐次方程组

Xi — x4 = 0
*)

13 = 0

1

0,了4

令了2

以

=0=＞工3 = 0,j：i = 0

== 1―^了3 0,-T] == 1

方程组（*）的通解

x =刈（0,1,0,0）丁+心（1,0,0,1）丁以1以2是任意常数.

「知 ky "I
故:r与矩阵a可交换,kltk2是任意常数.

-0 k2 -

例 若
2

3

■1

-2
37 「4

4J L5
，则X =X =

【分析】 设 X = X2

_了3

3^1

必，则有

>3_

J zi+2五+3卫3 = 4 

[2xi+ 3x2 + 4x3 = 5

(少+2力+3*  = 5
(2少+3力+4丁3= 6

两个方程组系数矩阵一样，故可

■1 2 3 4 5一
—►

-1 2 3 4 5 '
—►

'1 0 -1

_2 3 4 5 6 - .0 _ 1 -2 -3 -4. .0 1 2

一 2
3

-3

4

解出

故 ，加以2是任意常数

11 -2- 1。 一3「 1

= 3 + hi -2 = 4 + k2 -2

_^3_ 0 1 0 1

X =
—2 + 龙1 

3 — 2k\
—3 +奴

4一2奶 

k2 _

例 已知向量组。1 = (1,3,1,1)丁，d2 = (― 1,1,3,1)丁，口3 = (5,7,a,l)T 线性相关,

则a
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【分析】

镓�

,。2，。3线性相关0［。1，。2，。3〕

㔽Ⅶ�务�

0,2]=

-1 _ 1 5-

3 1 7

1 3 a
_1 1 1_

「1

0

0

0

工2 =0有非零解.

_了3_

一 1 5 

餫

-1

懑

5 

餫

4 —8 0 1

恧

4

䀍�婥�

5 0 0

燰�

+ 3

2

肀�

_ 0 0 0

得 a

rPGr5）

例 已知。1 = (2,3,3)t,«2

n

= (1 »0,3)t ,a3 = 

樄想舷�跅�页◣�务

若 

㜄�暤�樆务�婥蛲鹨滝◣

可由 ,。2 ,。3线性表示，但。

炎�

= 

槴想舷滝◣

不能由

琴

& ,a3线性表出，写出仇由如，。2 ,。3线 

性表示的表达式.

鈦

解｝ $可由。1 ，。3线性表 ,即方程组+互。2 +孔必=01有解，。2不能由 ,。3线性表示，即方程组yiai +y2a2 + y3a3

r

= 

㡎

无解.

-2 1 3 ； 4 2-

陘镓

1 

恧

7

戆�

-

［。1 ,。2，。3 1 fll，夕2〕= 3 0 5 ; 

戆�

5 —► 3 0 5

戆

5

_3 3 a + 2 ： 15 

燶

_ 0 3 a

r

— 3 18

燰�婥�

5

懑

2 : 

愆

3

0 3

懑�

18

肀

「0 0 a-2 \ 0 a — 1_

一 JC2 + 

叶蚓�

=

愆

Vg,方程组 3x2 — x3=

nZan

一定有解，即

�

一定能由。1，。2，。3线性表出.

(a — 2)工3 = 0

越婥呷跢席暤�

3

当且仅当a = 2时＜ 3必

嬪

了3=—4 无解，即成不能由 线性表示.

0弘=1

当a = 2时，

= (29,0, — 18)丁+奴一5,1,3)丁，

2 —T 5 0 29 _

3

懑

18 ——►

&,

1 一 18

0 0 _ 0 0 _

得方程组通解

那么

絨�

= (29 一 54)。] + 如2 +(— 18 + 3k)a3 ,k

r

为任意常数.

例

【解】

求一个齐次线性方程组，使它的基础解系为

浑�

= (4,3,1,2)丁，邛2 = 

槵袭席务婥

2)丁 

设所求齐次方程组为

㙁�

=0.

由 n — 

俫㘾�

= 2,且 

麒�

= 4,知 

俫㘾�

= 

验

又 

㘻敋Ⅶ�巷擭炎滝�

= 0,转置得

汰�
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考查齐次方程组依=［扫X*.

由n-r(B) = 4-2 = 2,从而Bx = 0的基础解系是4丁的列向量.

rnJl 「4 31 2 1 「4 0—8 8 1 「10—2 2 1
R = = ―► ―A

-邛2丁」L0 1 3 —2 J Lo 1 3 —2 J L0 1 3 —2_

令 Z3 = 1，了4 = 0,解出 11 = 2,了2 =— 3,

令女=0,x4 = 1,解出 =—2,以=2,

于是肉=0的基础解系为

(2,-3,1,0)t,(-2,2,0,1)t.

故A =
-2 一3 1 0一

-2 2 0 1.

那么所求齐次方程组是

(2xi— 3x2+x3 = 0

(―2xi+ 2x2 +x4= 0

【注】所求方程组是不唯一的.

志不强者智不访

《墨子〉

• 272 •



第五章特征值和特征向量

向量的概念、性质相似矩阵的概念及性质矩阵可相似对角 ;

Ⅶ

的充分必要条件及相似对角矩阵实对称矩阵的特征值、特征向量及其相似对角矩阵
___ _ 

祝

____ 

驰

_________ ___ ___________________  /

一、特征值、特征向量

宣义设 是〃阶矩阵，如果存在一个数人及非零的〃维列向量 使得

Aa = Xa
成立,则称;I是矩阵 的一个特征值，称非零向量 是矩阵 属于特征值入的一个特征向量.

由定义痴 = 

㙀舷

尹0,即

橞㬊�

— 

㘾燰�

= 

蕴燰

丰0可见特征向量a是齐次方程组

。的非零解.

定义设 =［知］为一个n阶矩阵，则行列式

㘂�

— an — a12

—

… 

婥䀎䰥

—— a„2

r

… 人

婥婥䀍

商

称为矩阵 的特征多项式，| 

㙣婥㘂�

|=0称为4的特征方程.

求特征值，特征向量的方法：

(1) 先由I涸一

㘂�

| = 0求矩阵 的特征值;

龍

共〃个).再由 求基础解 

系，即矩阵 属于特征值兀的线性无关的特征向量.

(2) 用定义Aa = Aa推理分析.

定理5.1如果人1，人2，…， 是矩阵 的互不相同的特征值,

燱�

,。2，…， 分别是与之对 

应的特征向量，则

燰䌏

，。2 

务

・

»»）A

线性无关.

蹄ｅ�㐑�

2设 是〃阶矩阵，人】，人2，…，摭是矩阵 的特征值，则

樃滝�巓㘒�

= 5斗a，

(2) | A

r

| =

㰋㰋

兀.

【注】 如果都是矩阵 的属于特征值人的特征向量，那么当

掓Ⅶ�

+k2a2 + 
…+ktat非零时，妇。1 + k2a2 ~\------ ktat仍是矩阵 属于特征值人的特征向量.

如

㙀�

=血，＜»尹0,"互尹0,有如夭0,则

㘻寰�

= kAa = k(Aa) = A(ka)
即若 是矩阵 对应于特征值人的特征向量，那么ka(k^0时)仍是

㘂

关于义的特征向量.
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类似地，如Aai = Aai，应i2 = Aa2且外夭0,。2尹0,那么V知，妫，若加依+ k2a2丰0 

有 ACkiOl + 龙 2。2)= A(^i«i)+ A(^2«2)

=kxAa\ + k2Aa2

=kx (Aai) +^2(Aa2)

=A (^1 ttl 士& 2口2)

即幻a】 +k2a2仍是A关于义的特征向量.

的特征值与特征向量.

-17 -2 —2一

蹴1 :求矩阵A = -2 14 -4

-2 -4 14.

【解】 由矩阵A的特征多项式

A- 17 2 2

I AE-A | = 2 A--14 4

2 4 A-

A- 17 2 2

14

2

0

A-14

18 — A

4

A — 18

A-17

2

0

4

A-10 

0

2

4

A — 18

=9.

(A-18)(A2-27A + 162)

得到矩阵A的特征值是；G =弱=18,A3

当 A = 18 时，由(18E-A)x = 0,即

(A — 18)2 (A — 9)

得基础解系=［一2,1,0］丁，

因此属于特征值;I = 18的特征向量是％】。】+奶。2(刈以2不全为0).

当 A = 9 时，由(9E-A)x = 0,即

-8 2 2 - ■ 2 -5 4 - ~2 —5 4 - 「2 -5 4 一

2 -5 4 ―> 2 4 -5 —► 0 9 -9 ——► 0 1 _ 1

_ 2 4 -5_ -8 2 2 . _0 -18 18. _0 0 0 _

一2

0

0

_ 1~

_ 1

0 _

1 0
_ 1 - 
~~2

—A
0 1 -1

_0 0 0 -

0

1

0

得基础解系。3 = 口，2,2了・
因此属于特征值A = 9的特征向量是么晶以3丰0).

求4 =例 的特征值和特征向量.

-1 1 0-

-4 3 0

_ 1 0 2_

【解】由特征多项式
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义 + ] — 1

狳�

AE-A |= 4 

㘞蚓�

0 = 

橞恧滝�

= 

橞�祢�

2) 

橞炎�祢�矣�

+1)
4 

㘞蚓

得到矩阵4的特征值;

稒�

= 

㘂炎�

= 

镧㘂蚓�

= 

验

当 

㙻�

= 

㘂炎�

= 1 时，解方程 = 0
~ 2

懑狙�

- -1 0

侂

4

恧

0 ―► 0 1 2

懑

0 -1_ -0 0 0_

得基础解系 a

h

=(一1, 一 2,1)七

所以特征值

㘒�

= 

㘂炎�

= 1的特征向量为蜘a

h

(妇乂 

憎祝

当

㘂蚓�

= 2时，解方程 = 0

諂�

3

4

懑懑

0-

0

婥

►
_1

0

0

1

0-

0

懑

0 0_ _0 0 0_

得基础解系 a2 = (0,0,

鸫◣祝

所以特征值入3 = 2的特征向量为奶处以2丈

憎祝

【注】通过例1和例2大家应当注意到当特征值是二重根时，有可能只有一个线性无关的 

特征向量，也可能有两个线性无关的特征向量，这一点在后面相似对角化问题上是重要的.

矩阵A的特征值:万=1,义2 = 0,义3 = — 

蛐

对 

㘂�

= 1,由(E — A)x — 0,

「一2 -1 2一

皿3

【解】

求

㘂�

=

由特征多I

0 

祝

1 

页式

_ 1

0

㘂�

+ 2

4 

1_

的特征值,4

1 

恧

存征 向量.

㘂�

+ 2

镓�越

1 XE — A

=

0

-1

义+ 2

2

懑㘂�

+1

0

1

㘂�

+ 1

0

肀㘞镓�

0 

0

㘞镓

=

0 

㘂�

+ 1 

矣�

— 2

懑�

0 

㘞镓㘂�

— 

鸫�橞炎�跅�蠛滝驰�蚓镓恧祢祢镓�越越�驰

E — A =

K_（n

―

㘂越镓

-2

-

镓越越越

越

越�驰

基础解系 = (0,2,1)七

㘂�

= 1的所有特征向量：加ai =加

槵希务穣◣

以1尹

韵

对 

㘂�

= 0,由(0E — A)x = 0,

驰�炎镓

-2'

.Mx2MxR

OE — A =

9)&Q

—>

QIsvovsQvs QIQQI 

基础解系％ = (—1,4,1)，

A = 0 的所有特征向量

я

k2a2 = — 

镧醭鸫〨ꆈ�

尹 

韵汰�
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对义=—3,由(一3E — A)x = 0,
』1 1 ~2~ -1 0 4「

3E-A = 0 -2 —4 —► 0 1 2

-1 0 —4_ 0 0 0.

基础解系。3 = (― 4 , — 2,1) T .
A =— 3的所有特征向量以3。3 =么(一4, —2,1 )T,么关。.

嬲" 设;I是〃阶矩阵A的特征值.证明

(1) 入+ &是4+娅 的特征值.

(2) A™是A"的特征值.

【证】 因义是4的特征值，设a是对应的特征向量. 

即服=Aa # 0.
(1) (A + kE)a = Aa + (^E)a = Xa + ka = (A + k)a9a 7^ 0, 
所以X + k是A+硒的特征值.

(2) 由 Aa = Aa,a 夭 0,有
A2a = A(Aa) = AAa = A2a 

递推地 »Amcr = Xma，。尹 0, 
所以/是A”的特征值.

[g 已知4是3阶矩阵，特征值是一1,0,4,又知A + B = 2E,则矩阵B的特征值

是.

【分析】 设矩阵4属于特征值一1的特征向量是如，即痴h =—久.

由 A+B = 2E 有8 = 2E-A,那么

Bai = (2E —4)ai = 2a)— Aa, = 3ai

所以，3是矩阵B的一个特征值,a】是矩阵B关于特征值;I = 3的特征向量.

类似地，由 Aaz = 0a2 ,Aa3 = 4a3

知 Ba? — (2E — A)a2 = 2az ,Ba3 = (2E — A)a3 =— 2a3.

可知矩阵B的特征值是3,2, —2.

例 6 :设A是3阶矩阵，有特征值1, 一 1,2.则下列矩阵中可逆矩阵是

(A)4  + E. (B)A - E. (C)A + 2E. (D)A - 2E.
【分析】 因4的特征值是1,—1,2.于是

A + E的特征值是2,0,3.

A 一 E的特征值是0, — 2,1.

A + 2E的特征值是3,1,4.

A 一 2E的特征值是一1, — 3,0.

又| 4 I =。兀，故应选(C).

已知A是3阶矩阵，且A2+2A-3E = O.
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第五童 特征值和特征向,

证明矩阵A的特征值只能是1或一 

蛐

【证】 设人是A的特征值,a是其特征向量，则Aa

r

= 

㙀

,a 0,
那么 A2a = A(Aa) = AAa 

A<”;

a
由 A2 + 2A-3E = O

r

得(妒 

跅�阳�祢�

3E)a = 0.
即 3+2A-3)a = 0,a 尹 0
故 

㘂炎�跅�矣戆�暤�橞懑毜�跅�蝤�暤�越

所以矩阵A的特征值只能是

镓

或一 

蛐

例

諂�

2

已知a= (1,1,— 1)丁是矩阵A= 5

懑

懑

�

2 

餫燰�

3的一个特征向量, 

b

x.-

b则a

【分析】 设a是对应于特征值人的特征向量，即Aa = Aa,

那么

疡矧炎�

= 

㘂

即 

圥�

5 + 

燰�婥�

3 = 

㘂�

得 a

x"「x

3,6 = 

韵

、―1+6 + 2 =— 

㘂

练习

㐑�

1

「3

(1)矩阵4= 0

2

橞潀稦蕴�婥�穣㎎婥酩�婥�貊

2 0 ,>] A有一个特征向量

— 1,2)，

(2)设A是3阶可逆矩阵,A 是A的伴随矩阵，如果A的特征值是1,2,3,那么

蚾�

)2 + 

E的最大特征值是・
*

-1 1 —

侂

(3)求矩阵4的特征值，特征向量 = 1

恧懑戆

1 3 _

-一1 2 2 '

(4)求矩阵 的特征值，特征向量 = 2

懑

-2

_ 2

恧

-1_

(5)证明A和有相同的特征值，举2阶矩阵说明A和4丁的特征向量可以不同.

(练习答案在297页)
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二、相似矩阵

攵义 设A,B都是"阶矩阵，若存在可逆矩阵P,使得P^ AP = B,则称B是4的相似矩

阵，或A相似于B,记成4〜B.
若4〜A,其中A是对角阵，则称4可相似对角化.A是A的相似标准形.

根据相似'定义，可知

性腐(1)A〜A,反身性.

(2) 若 A ~ B B ~ A,对称性.

(3) 若4〜B,B〜C^A〜C,传递性.

两个矩阵相似的必要条件

=(1)特征多项式相同，即| AE—4 | = | AE-B | ； 
。(2)4,B有相同的特征值；

=> (3)r(A) = r(B)j
A〜By 七

n ⑷ I A | = | B | = JJa, i

⑸、S = £ba =、兀.
i=i »=i i=i

由4〜B,注意联想;

(1)如 4 〜B,则 A2 - B2,进而 A” ~B".
因A ~ B有PT AP = B.于是

B2 = (P-'AP)2 = (P^'APXP^'AP) = F^A2P
所以浆〜房.

(2)如A ~B,则4+硒〜B +娅.

因4〜B,有K AP = B.那么

(A + kE)P = P-'AP+P^1(^)P = B + kE
所以 A + kE ~ B + kE.
(3)如4〜B且A可逆，则妒’〜b \
因A ~ B有| A |==1 B I.由A可逆知| B |^0,即B必可逆.

BT = (F'AP)t = kAT(L)T = P-'A'P
所以A -B1.
定理5.3 "阶方阵A可对角化的充分必要条件是4有n个线性无关的特征向量.

推雄 若〃阶矩阵A有兀个不同的特征值AlAz,-.A,,则4可相似对角化，且

L AJ
定珪5. 4 "阶矩阵4可相似对角化的充分必要条件是A的每个特征值中，线性无关的

特征向量的个数恰好等于该特征值的重数.即

A ~ A « A.是A的”，重特征值，则入有”，个线性无关的特征向量

秩r(义;E — A) = n — n(- 为重特征值.
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第五章 特征值和特征向,

“求可逆矩阵 使P AP

r

= 

㘂䰥

解题步骤：

1. 求出矩阵4（设为3阶）的特征值

㙻碃㘓碃㘂蚓芤

可以有重根）

2. 求出线性无关的特征向量 1 ,。2,。3.

3. 构造可逆矩阵 

榮�

= （。1 ,% ,。3），则有 

榮懑㘥�

= 

㘂�

=

㘂炎�祝

-

㘂蚓驰

注意：若 = 

㘃燱�

,Aa2 = A2a2

rsWM5rPr

A3a3

r

且 a\

rsM_r

线性无关，则有

入 -

㘂�芤㡎Ⅶ�

, 

鏈炎�ꅸ�蔂�暤�芤㙅�訳稑�

9X2U2

r3W5ZZ5ArjAr

义

洠驰�

人

玤

人 -

令 

榮�暤�芤燱�悉炎

，%），则 

榮�

可逆，记 

㘂�

=

㘂炎

- 人3_

即有 AP = PA,得 

時㘥�

= A
故若 有〃个线性无关的特征向量，则0〜

反之，若 P AP = A=>AP = PA
~U\

W--d]r7M_

，。3）= 

芤燱

，。2，。3） 。2 = （〃1。1 ，。3。3）

_ 。3_

=>Aa] = a}a\

rsWM_r

= a2a2，&

蚓�

—心为

因

榮�

= 02，。3）可逆=>«1，。2，。3线性无关

故

㘂

〜 则

㘂

有〃个线性无关的特征向量.

例

【分析】

懑

2 2 -

已知A〜B,若4= 2

懑

2 ，则

_ 2 2 -1_

由A〜B知A 

F<w

〜B + E,那么

0 2

| B + E | = | A + E

r

|=20

2 2

例

1

0

0

2

4

0

I B + E | =

2

2 = 16

0

10 已知矩阵A和B相似，若 5

6

，则秩 r(A-E)=

【分析】 由 

㘂�

〜B 知 A - E 〜B —E,故厂

槵�婥�㭄�

= r(B — E) = 

验

（2014,数农）已知 =例

-0 2 

侂

0 1 0相似于对角矩阵.

1 a

x

0
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(1) 求

(2) 求可逆矩阵P和A，使P~'AP =人并验算.

【解】由A的特征多项式

2 — 1
| AE -A | = 0 A- 1 0 = (A-1) = (A-1)2(A + 1)

一 1 A—1 — a X

A的特征值

(1)因•〜A,而义=1是二重特征值，

那么A = 1应有2个线性无关的特征向量.

(E-A)x = 0应有2个线性无关的解，

故 n-r(E-A) = 3~r(E-A) = 2,

即 r(E-A) = 1.

而 E — A =
■ 1 -2 -r "1 -2 -r

0 0 0 ―► 0 a + 2 0
-1 —a 1 _ 0 0 o _

• •a =— 2.
(2)把q =—2代入.

对义=1,由(E — A)x = 0,
-i -2 —r -2 -r

0 0 0 —► 0 0 0
-1 2 i _ 0 0 o _

得特征向量= (2,l,0)T ,a2 = (1,0,1)丁.

对义=—1,由(一E — A)x = 0, 
得特征向量。3 = (―1,0,1)丁.

验算如下:

~2 1 -r
令 P = ,。2，。3)= 1 0 0

厂1

一。 1 1 _
1

则 P- 'AP = A = 1

-1_

■ o 2 on ro 2 i]「2 i — r~
1 -2 10 1 01 0 0

-1 2 1J Ll - 2 Oj Lo 1 1 _

~2 1 —r -i ■0 2 ]] 2 1 -T
P^'AP = 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 1 _ -2 0. .0 1 1 -

-0 2 0 ■ 「2 1
1 -2 0 0

_1 -2 -1_ 一0 1 1J
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~2

2 —
-1

1

-2_ -1_

12 证明矩阵A =

I AE — A |
-1

A 一 3

_ 1

=人3 =

0一

0

2_

不能相似对角化.

0

0

A — 2

2.

=(A-2)
A-1

1
=(义一 2尸

例

■ 1

_ 1

1

1

3

1

-1

A — 3

【证】由特征多项式

A-1

1 

-1

得到矩阵A的特征值义］=A2

于是n-r(2E-A) = 3-2 = 1,说明齐次方程组(2E — A)x = 0只有一个线性无关的

解，亦即义=2只有1个线性无关的特征向量.

3重特征值只有1个线性无关的特征向量，故为不能相似对角化.

练习5.2

(1)已知•〜若 A? = E,则 B2 =.

(2)已知3阶矩阵A的特征值为1,2,3.对应的特征向量依次为ai ,a2,a3.若P = (flh，

,。2)，则 P~}AP =・

(3)下列矩阵中不能相似对角化的矩阵一共有

(A)l 个.

■1

.2

r
2.

(B)2 个.

-1 1 _

.-1 -1-

-1 3 0'

(4)已知A= 1 一1 0可以相似对角化，求Q并求可逆矩阵P使P~AP = A.
a - 6 2_

(练习答案在298页)

三、实对称矩阵
\

定理5.5实对称矩阵必可相似对角化.

定理5. 6实对称矩阵的属于不同特征值对应的特征向量相互正交.

定理5. 7设A为〃阶实对称矩阵，则必存在正交阵。，使得。一'超=QtAQ = A.
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“实对称矩阵用正交矩阵相似对角化"解题步骤

1. 求出矩阵4(设为3阶)的特征值A1,A2,A3.
2. 求出相应的特征向量ai ,a2 <a3.
3. 改造特征向量

1°如果特征值不同，特征向量已正交，只需单位化，记为为，处，73.

2°如果特征值有重根，要先判断特征向量是否已正交？

若已正交则只需单位化；若不正交则要正交化处理，记为y,，r2，r3.

4. 把上述特征向量r,，y2 ,y3构成正交矩阵Q =(ri ,形，为).

入 -

即有 QT'AQ = A2 .
- 义3_

【注】 A是实对称矩阵，Ac】=Aidi 9AU2 =人2。2,义1尹人2

由 Au 1 = AiAT = Aia? A = Aia?右乘 处，得
k\ola2 = a]Aa2 = a] (A2a2) = X2ala2

(Al 一人 2)。?。2 = 0

因义】尹久2，故必有= 0

即与。2正交.

例 13： A是3阶实对称矩阵，特征值是l,2,3,Ai = 1和人2 = 2的特征向量分别是为=

(-1,-1,1)T 和。2 = (1,。，一 1)丁，则；I = 3 的特征向量为・

【分析】因义I尹；U，知a.与如正交

(。1 ,。2)=(― 1)* 1 + (—1) • Q + 1 • (― 1) = 0
2a

设A = 3的特征向量a = (4 ,72，孔尸

则
(a,ai) =一7】一^2 +乃=0

(a ,口2)=幻—2^2 —工3 = 0

■— 1
-1

-1
-2

1 I ri
—1 - _0

0 - I-
1 0 -

则a =奴1,O,1)T以丰0.

例 已知A是3阶实对称矩阵，满足妒=A，若r(A-E) = 2,则A的特征值为

【分析】 设必=加，则Ana = Xna，于是由A2 = A,A2a = Aa BP (A2 — A)a = 0. 
知矩阵A的特征值为1或0.
因A是实对称矩阵，知A〜A那么A — E〜A — E.

「1 _
故r(A-E) = r(A-E) = 2,所以A = 0 ，即矩阵A的特征值为：1,0,0.

0J
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【注】 注意和例7的区别.在那里不能求出4的具体特征值!

_ 1
已知A = a

-1
例

a - 1'
3 1 ，如厂(A) = 2.
1 1

(1)求Q.
（2）求正交矩阵Q和对角矩阵A ,使Q XAQ = A.

【解】（1）因A中有2阶子式非零，于是

r(A) = 20 | A | = 0
1 a - 1

而 a 3 1 =— (a + l)2,
—1 1 1

所以a =-l.
(2)由A的特征多项式

A-l 1 1
I AE — A | = 1 A — 3 — 1 = A(A — 1)(A — 4)

1 -1 A-l
A的特征值：l,4,0・
对义=1,由（E —A）x = 0得特征向量ai =(-1,-1,1)T.
对义=4,由（4E — A）x = 0得特征向量。2 = （― 1,2,1 ）丁.

对义=0,由（0E —A）x = 0得特征向量。3 = （1,0,1）「・
因实对称矩阵、特征值不同特征向量已正交单位化，有

Yi

令。=（为，为，为）=

ri
则 Q—/Q = A = 4

0

例 16：已知A是3阶实对称矩阵，特征值是3,0,0,对应于A = 3的特征向量o】=（1, 
1,1）丁.

（1） 求矩阵A关于人=0的特征向量；

（2） 求矩阵A；
（3） 求正交矩阵。使Q^AQ = A.

【解】（1）实对称矩阵特征值不同特征向量相互正交，设人=0的特征向量a =（幻，足，
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X3 )T 则 + 了2 + 了3 = 0.

解出。2 = (― 1,1,0)丁，。3 = (—1,0,1)丁・
所以矩阵A关于A = 0的特征向量为腿。2 + 岫3，她，心不全为0.

(2)由 Aa\ = 3ai，&2 = 0,Aa3 = 0 有
A(a】，。3)=

-1

(3ai ,0,0)
故4 =

-3

=3

_3

=1

1

(3。1 ,0,0) (。1 ,。2，。3)
0

0

0

1

1

1

「］ -1 _ r ■3 0 0- ■ 1 1 1 一

1 0 = 3 0 0 ・§ -1 2 _ 1

0 1 _ _3 0 0_ -1 -1 2 _

(3)对A = 0,因为％，。3不正交，故需正交化:

令 02 =。2

(。2 ,02)

(。3，^2)o _
—P2 =

-1

0
__1_

-1

1

-1

-1
一 ~2

1 0 2 ,

= «3

0

r

=(-l,l,0)T,

再单位化

令。=(为，72,73)=

71 =

0

【注】 有困难可到强化班再来处理！

练习5.3

(1)已知A是4阶实对称矩阵，且A? -3A + 2E = O.若齐次方程组(E-A)x = 0的每

一个解均可由a线性表出，则A的特征值是・

(2)已知A是3阶实对称矩阵，秩为2,A = 6是A的二重特征值，对应的特征向量是

Oi =(1,1,0)丁和如=(2,1,1)丁，求A的另一特征值和对应的特征向量.

0「2 01

(3)已知A = 0 3 2，求正交矩阵。使Q ^AQ = A.
0 2 3

(练习答案在298页)
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章考点

二次型及其

:和规范形用正交变换和配方法化二次型为标准形二次型及其矩阵的正定性 
V

3疔 合同变换与合同矩阵二次型的秩 惯性定理 二次型的标准形：

、二次型及其标准形

定义〃个变量的一个二次齐次多项式

f〈工 1 ,互，•••，］”）= anx\ + 2a12X!x2 + 2anjcxJ［:3 + …+ 2a}„xxxtl

+ a22^2 + 2Q23Z273 H---+ 2a2tlT2J：„

H-------F Q"：

称为n个变量的二次型，系数均为实数时，称为〃元实二次型.

若令知=，i V j,则2aijXiJCj = aijXiXj +的江注,,那么二次型①可以写成矩阵形式:

①

/（JC1 皿，…，z”）

x7 Ax

其中A是对称矩阵，称为二次型f的对应矩阵.

例如：/（j'l 口3 ）=^1+ 2j?2 + 秘 + 2jC\X2 + 4jC］X3 + 6^2 工3

_1
=［幻,^2 ,73〕1

1
2
3

2~

3
1

=xT Ax
心3_2

-1 1 2「 云「

A = 1 2 3 ,AT = A, x =
2 3 1_ _^3_

注意：当A是对称阵时，二次型r（而，互，…，工“）=xtAx和A ——对应,

定义若二次型/（幻，0，・・・，］〃）只有平方项，没有混合项（即混合项的系数全为零）•即

/（J：1 >x2，…，z”）= xvAx = axjc\ +a2d：2 + …+□/，

则称二次型为标准形（又称平方和）.

在二次型的标准形中，若平方项的系数4只是1, —1,0,即
f （e ，•••，］”）= x1 Ax =耕 + M + …+ 奸一z岸 i —…—z 揣
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则称为二次型的规范形（系数中1的个数是》个，一1的个数是q个,0的个数是"一 3+q）个）.

定义在二次型XTAx的标准形中，正平方项的个数p称为二次型的正惯性指数，负平方

项的个数q称为二次型的负惯性指数.

定义二次型X1仙矩阵A的秩称为二次型的秩.

~1 3 0 - 云「

【注】对于了=（11，12,13） 1 0 0

0 4 -1. 皿

Z1

有 f =(11+12,311 + 4丑，一) x2

_^3_

= (xi + Xi )xi + (3ii + 城)x2 — xl

一12 0 '

故 f = xl—xl +4xiX2 +4x2x3 , E 元二次型，其二次型矩阵 A = 2 0 2 ，秩.r(f)

0 2 -1_
=r(A) = 2

~1 3 0 - "1 3 0 -

虽xT 1 0 0 X是二次型，但矩阵 10 0 不是二次型矩阵，其秩也不是二次型

_0 4 -1_ 0 4 -1_

的秩.

定义（合同）设A,B是两个〃阶方阵，若存在可逆阵C,使得C5AC = 8,则称A合同于 

记成A = B.

合同矩阵有如下性质

反身性:A-A.

对称性:若A-B,则B = A

传递性：若A = B,B - C,则A-C.

对于三元二次型f （工1 口2 ,工3）= xTAr

zi = cnyi +c12y2 +勺3弘

如果〈互=CziJ/l +c22y2 +。23丁3 （ *）

.^3 = C31A1 + C32/2 + C33J/3

Cll C12 C13

满足 I C I = 。21 。22 。23 丰 0

C3I C32 C33

则称（* ）是由X =（X1 ,X2，工3）T到y = （>1 >>2 ,）3）T的坐标变换.

用矩阵描述即：x = Cy.
注意以》=（而，0，工3尸为自变量的二次型仙经坐标变换x = Cy后将成为以

y =（少，力，弘）丁为自变量的二次型yTBy,其中B = CtAC,可见经坐标变换二次型矩阵A和

B是合同的.

定珪6. 1对任意一个n元二次型f（xi,x2,-,xn）=xTAx,必存在正交变换x = Qy,其
中Q是正交阵，化二次型为标准形.即

x = Qy
f0 ,了2，•・•，］”）= xTAx - yTQT^Qy = ^iyl +^yl H-----
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其中a,,a2,-,a„是A的”个特征值.

用矩阵的语言表达，即对任意一个n阶实对称阵A,必存在正交阵Q,使得

Q'AQ = QrAQ = A
'Ai 0 …O-

0 A? 0
其中A= : : : 1,2,•••,〃）是A的特征值，即A必既相似又合同于对角阵.

一0 0 …A„.
【注】正交变换法只能化二次型为标准形，平方项的系数即是特征值.

定it 6. 2任一个〃元二次型（心，五，…，z.） = xTAx,都可以通过（配方法）可逆线性 

变换x = Cy,其中C是可逆阵，化成标准形.即

/（J-1 ,工2,…，了“）= xrAx Cy yTCTACy = dxy\ +d2yl H-------- d况

用矩阵的语言表达,即对任意一个n阶实对称阵A , 一定存在可逆阵C,使得CTAC = A.
其中

诺 0 … O'

0 d2 0
A =:: .

_ 0 0 d,,_

定理6. 3 （惯性定理）对一个二次型W仙经坐标变换化为标准形，其正惯性指数和负 

惯性指数都是唯一确定的.

1 已知二次型例

/(X1 ,X2 ,X3 ) = J7? — + CXl + 2xj X2 — 2xi X3 十 6t2^3

的秩为2,则（l）c = ;（2）正惯性指数p =
【分析】二次型矩阵

■ 1 1 - r

A = 1 -1 3

-1 3 c

(l)r(/) = 2*A) = 2

一 1 1 -1' 一］ 1 _ 1 ■

1 -1 3 —A 0 1 -2

-1 3 c _ 0 0 c + 7.

/. c =— 7.

(2)由配方法

f =若—J：2 — 7房 + 2j?] X2 — 2j?! X3 + 6j?2^3

=\_x\ + 2j~i(J?2 — 13)+(%2 — 13 )2]—隽—+ 6互13 —(互一丁3)?

=(71 + JC2 — n J — 23 — 2^3 尸

得标准形f=y\- 2展

P = 1.
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例 2 用配方法化二次型

/（4 ,五，a）= + 3j?2 + 5成 + 4j7] jc2 — 8x2 x3 — 4jt3 x\

为标准形，写出所用坐标变换，并验证。丁AC = A.
【解】 先把所有含而的项配成一个完全平方，即有

f = + 2xi （x2 — ）+（卫2 — Z3 ）2] + 3j?2 + 5^3 — 8j?2X3 — 2（J72 ~ Z3 ）2

=201 +x2 — x3）2 + j；2 + 3jc1 — 4j72^3

再把所有含及的项配成一个完全平方，即

f = 2（X1 + X2 —工3 ）2 + （我一4xzx3 + 4^3）+ 3x1 — 4葛

=2（J?1 + 互一Z3 ）2 +（X2 — 2^3 ）2 —房 

引入新变量.令

yi

yz

)3

=Hl + Z2 —

x2 — 2乃 即

y\ — yz —必

>2 + 2*

*

则有/■的标准形y = 2“ +崩一

用矩阵描述即：二次型矩阵A =

有 x1 Ax = (Cy)TA(Q) = yTAy = 2y\ + 崩一乂，

验证: CTAC

「2

0

0

0

0

_ 1

0

1

0

2

1

0

-2

-2

-1

1 — 1

【注】

如令

2

对 / = 2(Z1 + J?2 — Z3 )2 + &2 — 2了3 )2 — .

y\ =厄工' +厄以—厄工3

yz = ^2 — 2*3  即 <

= ^3

1
=幅"_、2 _ 了3

yz + 2*

)3

则有/'的规范形f = y^+yl-yl. 

用配方法可得到规范形.

例 3 二次型 f （工1 口2，了3）= + 3X2 +药 + 2OZ] X2 + 2xiX3 + 2了2了3，经正交变换

X = Py化为标准形y\ + 4院，则a

【分析】 二次型『弘经正交变换化为标准形必+4兄，那么标准形中的平方项系数1, 

L0就是A的特征值.
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现 A = a 3 1

1 1 1

，由

1 a 1

=a 3 1

1 1 1

0 a-1 0

a 3 1

1 1 1

=-(a-l)2 = 0

得 a = 1.

例 4 J二次型/'(乃，互)=xTAx经正交变换x = Qy化为标准形吊+3展，若。的第

「1 1 ［T 一列是［冗访"则。=-------- •

【分析】 二次型『AX经正交变换X=Qy化为标准形法+3博，那么标准形中平方项系

数1,3就是矩阵A的特征值，而正交矩阵Q就是4的特征向量.

已知。的第一列是匕尹用」，即矩阵A关于A = 1的特征向量是［卮，为"设义=3的 

特征向量是a = Oi ,互］丁.

I 1 r 1 1 nT
于是—+ —J^2 = 0 ,解出基础解系［1，— 1］T,单位化为 方，一方 ・

V2 a/2 La/2 V2 J

■J_ X _ 

V2 J2
所以Q= i i -

_V2 V2_

例 5：用正交变换化二次型/■(勾，以，无)=新一房+24+4*2*3 为标准形，写出所

用坐标变换，并用QtAQ = A验证.

【解】二次型矩阵

一1 0 0'

A = 0 -1 2 

0 2 2_

矩阵A的特征多项式

A -1 0 0
I AE -A | = 0 A + 1 -2 = (A-1) A+J

0 — 2 A — 2

得矩阵A的特征值：1,3,—2.

当 A = 1 时，由(E-A)x = 0

-2
=(A — 1) (A — 3)(人+ 2).

A — 2

「0 0 0 ' ~0 1 0-

0 2 -2 ―► 0 0 1

0 -2 -1_ _0 0 0.

得特征向量。1 = (1,0,0)丁・
当 A = 3 时，由(3E-A)x = 0
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~2 0 0 - 一1 0 0一

0 4 -2 ―A 0 -2 1

0 -2 1 _ 0 0 0_

得特征向量外 = (0,1,2)T.

当 A =- 2 时，由(一 2E — A)x = 0
-3 0 0 " "1 0 0一

0 -1 -2 —► 0 1 2

_ 0 -2 —4_ _0 0 0_

得特征向量eh = (0, —2,1)T.

实对称矩阵特征值不同特征向量相互正交，故只需单位化

71 = (1,0,0 产,= =(0,1,2)T ,为 

v5

=土 (0, — 2,1)丁

V5
那么令x = Qy,其中Q =(71 ,为，方)

1 0 0

例 用正交变换化二次型

/(JC1 ,皿，工3)= + 4蒙 + xl — 4j7]X2 —防工3 — 4«!2工3

为标准形，并写出所用坐标变换.

【解】二次型矩阵

■ 1 _ 2 _ 4一

A = — 2 4 — 2

-4 -2 1 _

矩阵A的特征多项式

A- 1 2 4 A — 5 0 5 — A A — 5 0 0

2 A-4 2 = 2 A-4 2 = 2 A-4 4

4 2 A-1 4 2 A-1 4 2 A + 3
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1 — 4 4
=(A — 5) = (A — 5)2 (A + 4),2 A + 3

得矩阵A的特征值：5,5,—4.
当 A = 5 时，由(5E-A)x = 0

-4 2 4一 一2 1 2'
2 1 2 —► 0 0 0

_4 2 4_ 0 0 o_
得特征向量。1 = (1,—2,0)丁,血=(0, — 2,1)T.

当 A =— 4 时，由(一4E — A)x = 0
-5 2 4 _ -1 -2 0~

2 -8 2 —A 0 -2 1

_ 4 2 -5_ 0 0 0_
得特征向量口3 = （2,1,2），

A = 5的特征向量/，处不正交，用施密特正交化有:

仇=a】=(1，— 2,0)T

P2 =a2 —
（。2） 

（仇，"）
P】

0 1 [-41
-2 4 -2 =J_ -25 5

1 0 5
单位化得

1 '—4、 2'
Yx =— -2 1

，了2 =-----— -2 1 
，方=或 1

.0 3a/5
、5

3
2

2
那么令。=（为，形，73）=—存

0

_ 4
3^/5

2
3^5
5

3a/5

2_~

，经x = Qy有

2
I

x1 Ax = yT(QTAQ)y = yT(Q~lAQ)y = 5yl + 5 展—

“用正交变换化二次型为标准形''，解题步骤

1.写出二次型矩阵4・

2 .求出A的特征值Ai ,A2,A3.

3. 求出相应的特征向量

4. 改造特征向量为，1湖2，为.

1°如果特征值不同只需单位化.

2°如果特征值有重根，要先判断特征向量是否已正交？若已正交则只需单位化,

否则Schmidt正交化.

5. 构造正交矩阵Q=（为，了2,为）

则经 x = Qy 有 xTAx = yTAy = ^y'l +X2yl +^yl
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已知二次型

f&i»x2 )= 5x| + 5隽 + cxl — 2x\x2 + 6j：ix3 — 6%2而

的秩为2.

（1）求c的值;

（2）求二次型的正惯性指数、负惯性指数.

【解】（1）二次型矩阵

■ 5

-1

3

A =
_ 1

5 

-3

3 _

-3

二次型的秩r（f） = r（A）

A =

=2,

_ 5 -1 3 _ ~ 4 4 o _ -1 1 o _
_ 1 5 -3 ——► -1 5 -3 —► 0 6 -3

_ 3 -3 c _ _ 3 -3 c , 0 -6 C

解出c = 3,

1

A — 5

3

(2)由 | AE-A | =

A — 5

1

-3

-3

3

A — 3

=A(A-4)Q-9)

得特征值为：4,9,0.

所以正惯性指数P = 2,负惯性指数q = 0.

【注】 也可用配方法，有:

1 , 3 \_ W +亏丕)/' = 5(4 + g(2互—无)2

□

而得力=2,q = 0.

例

一1 2

与矩阵4= 2 1

0 0

0-

。合同的矩阵是

2

(A)
"1

1 ・(B)

-1

1 ・(C) "I ・(D)
~1 一

-1

0_ -1_ -1_ 0.

【分析】A=B^pA =如7a = Qb・

(1)由特征值

A-l -2

I AE-A |= -2 A-l

0 0

0

0 = (A — 2) (A — 3) (A + 1)

A — 2

知二次型的标准形为2"+3展一书，即p = 29q= 1.所以选（B）.

（2）用配方法

xTAx = M x2

=(j?i + \jc\X2 + 4药)—4x| + 隽 + 2药

=(xi + 2x2Y — 3 危+ 2xl

=y\ ― 3展 + 2yi
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亦知 p = 2,g = 1.选（B）.

已知A =例

~ 1 -2 0 _
-2 2 2 ，。是3阶可逆矩阵，且CTAC = A,则。=

0 2 -2

【分析】CTAC = A且C可逆，即A = A,亦即二次型xTAx经坐标变换x = Cy化成标

准形KAy,求矩阵C就是求二次型化为标准形时的坐标变换矩阵.

xTAx =若 + 2x\ — 2危—4j?] + 4j?2^3

=（J"1 — 4X1 + 4蓦）—2X2 + 4互二3 — 2x1
=（11 — 2x2 y — 2（J?2 — 了3 ）2

=71 —2x2 云「 -1 2 2~
令V % =0 —13即 = 0 1 1 yz

）3 =13 乂3_ 0 0 1_ 。3_

【注】 坐标变换不唯一.矩阵C不唯一，也可用正交变换化二次型为标准形.

~1 2 2' 1

故当c = 0 1 1 时,CTAC = A = -2

_0 0 1_ _ 0_

二、正定二次型

定义（正定）若对于任意的非零向量X =（JC1 ,*2 ，…，《r”）T ,恒有
n n

f（幻，Z2 m”）= ss aijXiXj = xTAx〉0
t=i j = i

则称二次型尸为正定二次型，对应矩阵为正定矩阵.

例如：三元二次型‘，（了1 »x2 ,x3）=药+ 3葛+ 5x1,
t'

V x = u 乂0,恒有 f（t,u,v） = t2 + 3u2 + 5v2 > 0

y
「I _

所以二次型f正定，矩阵A = 3 是正定矩阵.

_ 5.

又如三元二次型了01，血，了3）=若+4水+5乃孔不是正定二次型，因为当x = （0,1,
0）T 时,/（0,1,0） = 0 不满足 Vx^0,/> 0 的要求.

定516.4可逆线性变换不改变二次型的正定性.

由定理可知，对一般的二次型（或对称阵）应设法作可逆线性变换化成标准形（或规范 

形），看d.是否均大于零来判别其正定性.

定116.5 /•正定的充要条件

f 3 ,Xi，…，z”）= xrAx 正定

SA的正惯性指数p = n
^A-E,即存在可逆阵C,使得CTAC = E

= DT/j,其中D是可逆阵
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的全部特征值“ > 03 = 1,2,・・・，〃,

04的全部顺序主子式大于零，即

a\\ a12 …aXn

. Q21 &22 。2” _ Qll Q12 | _

右4= . ・ , 正定0。11>0, > 0,・・・,I A I〉0.
: : : 。21 。22

an\ 山 2 ,,, am_

宣理6. 6 f =工丁石 正定的必要条件

若二次型/'&1 口2，…，n） = xTAx正定，贝u 
（DA的主对角元素s > 0.
（2）4的行列式I A |>0.

10，下列矩阵中，正定矩阵是

_1 2 0' 1 2 0 - 「3 0 0 " 「3 0 0 ■
(A) 2 3 0 .(B) 2 5 0 ・(C) 0 1 -2 ・(D) 0 1 -2

0 0 5_ 0 0 -3_ _0 -2 4 _ _0 一 2 5 _

【分析】 （A）中2阶主子式
1 2
2 3 < 0,(B)中 “33 <0,(0 中 | A | = 0,故均不正定,

唯有（D）的顺序主子式全大于0.

例 11 判别二次型

的正定性.

/(•Z1 ,J?2 ,工3)= 2j?i + 5j?2 + 51； + 4X1 — 4j?i J?3 — 8工2了3

所以_/是正定二次型.

'2 2 —2一

【解】 方法一 （用顺序主子式）二次型矩阵A = 2 5 -4
-2 一 4 5 _

2 2
△1 = 2 > 0 9 A2 = (_ = 6 >。，A3 =1 A | = 10 > 02 5

（用特征值）由A的特征多项式方法二

A — 2 -2 2 A — 2 — 2 2 A-2 -4 2
AE-A | = -2 A-5 4 = -2 A-5 4 = -2 A-9 4

2 4 A-5 0 A- 1 A-1 0 0 A- 1
A-2 -4= 以一1） = (义一1)2(1 —10)-2 A-9

4的特征值1,1,10全大于0,所以二次型/正定.

方法三（用配方法）

/ = + 2li (互一无)+— Z3 )2] + 5j?2 + 5j?3 — 8^213 — 2(12 — 13 )2
2&1 + 互一13 )2 + 3j?2 — 4]2工3 + 3药
2(了1 + JC2 —工3 )2 +3(^2------互^3 +(号及)2 ) + 3x| — •瑟

=2 (乃 + X2 — ^3 )2 +3(^2 —音了3 )2 +
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策六章 二次型

可知正惯性指数P = 3,负惯性指数q = 0,故二次型正定.

已知二次型

f (而,x2，乃)=*1  + 4药 + 4武 + ?.tX\X2 — 2**3 +纭％

正定，求t的取值.

【解】 二次型矩阵

-1 t - r
A = t 4 2

-1 2 4 _
其顺序主子式

= 1, A2 = 1 ' = 4 — z2, A3 = \ A I =— 4z2 — 4r + 8
t . 4

正定的充分必要条件是顺序主子式全大于0,故
(4-z2 = (2-z)(2 + z) >0, t 6 (-2,2)
|-4f2 -4z + 8 =-4(z- 1)(« + 2) > 0, t € (-2,1)

故£ £ (-2.1)时，二次型正定.

0
1

1

1
1
2设A =3 ，若A + kE是正定矩阵，则k

LI 1 0J
【分析】 A正定0A的特征值A >0.

-1 - 1 A+1 0 -A-1
I AE - A i = - 1 A-2 -1 = -1 

-1 - 1 A
A的特征值为：0, -1,3,
A + kE的特征值为/以一1M + 3,

止>0
A + kE 正定—1〉0 0 4>1.

"+ 3〉0

I — 2 — 1 = A(A + 1) (A — 3)
一 1 A一 1

4 已知A是正定矩阵，证明A* 是正定矩阵.

【证】 因A正定=^>AT = A,A可逆且| A | > 0.
由(A*  )T = (At)# = A*  nA* 是对称矩阵.

方法一 (用定义)因A可逆,x = Ay是坐标变换，且Vx尹。必有y尹0,那么Vx尹().

x1 A*  x Ay (Ay)TA*  (Ay) = yT(| A | A)j = \ A \ yYAy

因 A 正定，I A |>0,yTAj >0,从而 Vx 尹 0,xTA* x = | A | jTAjr >0,故人-正定.

方法二 (用特征值)设A*o  = S,a^0
于是 AA * a = AAa ,即 AAa = \ A \ a
由A可逆知A* 必可逆，那么A* 的特征值人尹0
从而有& = "a,即V」是A的特征值.

A A
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因A正定，得才I A |> 0,而以|> 0,故必有A > 0,
A

AA* 正定.

练习6
(1) 二次型 /(Xi ,了2，工3)= +隽 +oz| — 2©%3 +4工2了3 的秩为 2,则 Q = .

(2) 二次型，(了1 ,了2 口3 ) = 2x1 + 2xi jt3 的规范形是・

■ 1 - 1 0'
(3) 矩阵A= -1 1 0的合同标准形是・

_ 0 0 2_

(4) 已知二次型/Xzi ,了2，工3)=蓦+ 2j7] X2 — 4X1^3 — 2jc2x3，用正交变换法化其为标准

形，并写出所用坐标变换.

(5) 判断二次型 ,J?2，了3 )=(心 一 X2 )2 + &2 — 13 )2 + &3 — )2 的正定性.

(练习答案在298页)

道虽遂,

事虽小,

不行不至, 

不为不成。

不行不
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第六章

练习题答案

练习1

(1)2 (2)(a + 6 + c)da)(c-a)(c — 6)可用范德蒙？

(3) (ag3 —缶缶)(aia, —缶缶)可用拉普拉斯或直接展开.

(4) 0 或 1 (5)1 或一 1 (6)2

(l)xf  + 7x1 + 8xj x2 (2) ，+ 2M + 3感 + 2乃 3 — 22  了 3 (3)* * *

练习2. 3

■-4 -3'
一3 0 0- "1 -4 一3一

(DD (2) (3) 0 2 0 (4) 1 -5 -3
1 —1-

L0 0 1_ -1 6 4 _

练习2.4

1 3 - 一2 5 4' -1 -2 r 0 1 0一

(1) 10 8 12 (2) 1 3 1 (3) 0 2 2 (4) 0 1 _ 1 0

_8 7 9 _ 1 5 2 0 3 0_ 0 0 0 1_

练习2. 5

(1) 24(有同学得一 24吗？) (2)级注意4, =|4|
□

练习3. 1

(Da = 5 (2)a =—9 (3)D

练习3.2

(Dr = 2

(2) 当 a = 2 时，r = 2,极大无关组 di rdz. Us = — (Xi + 2a? ,a< = — 2ai + 3a?.

当 a 乂 2 时,r = 3.极大无关组 at ,a2 ,a〈. a3 =— ai + 2a2.

练习3.3

(1)B (2)A

练习4.1

(l)(2,l,0,0)T,(—3,0,1,0)T,(4,0,0,1)丁 (2)A 尹 1

(3) D (4)■(一 2,2,1,0,0)t + '(3,2,0,1,2)t 知，■为任意常数

练习4.2

(l)a=-2 (2)(0,0,0,-l)T+^ (-1,1,0,0)t+* 2(-1,0,1,-2)t 知，-为任意常数

(3)当a = 3时方程组有解,(2,1,0)t+^(1,-3,1)t E为任意常数

练习5.1

(1)D (2)37

(3)特征值：4,0, — 2,特征向量依次为奶(7,4, — 17)丁以z(l,0,l)T,么(1,一2,1)丁，加，

kz ,k3全不为0
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(4) 特征值：1,1,-5,A = 1时特征向量为幻(1,1,0)丁 +奴(1,0,1)\加，奶不全为0;

A =— 5时特征向量为k3(— 1,1,1)t,^3夭0

(5) 因 | AE-A | = | (AE-A)t | = | (AE)t-At | = | AE-AT | ,故 A 和 4丁 有相同的

特征值.

ro in
例如A= ° °，则A和'T的特征值都是Ai = A2 = 0.

但矩阵A关于人=0的特征向量是4(1,0)，而的特征向量是奴0,1)丁.

练习5.2

(1)E (2)F】AP= 1 (3)B (其中第二和第三两个矩阵不能相似对角化)

2

练习5.3

(1)2 2 2 1 注：a 是(E —A)x = 0 的基础解系,r(E —A) = 3；A — A=>r(E — A)

-3 0 -r -2

(4)a = 2 P = 1 0 1 时 P-'AP = 2

_0 1 2 . -2_

=3

(2)A  = 0,特征向量1,1,1)T注：厂(A) = 2=> i A | = 0,所以人=0是特征值

1

0

0

(2)。=

练习6

-0

J_

V2

-V2

0 -

_1_

V2

J_

V2_

时，。一四= 2

5

(1)5 (2)yl+yl-yl (3) 1

0

1

五

0(4)x = 万

V6

W y^xTAx = yTAy = 3y\ — 2yl

X 
V2

■ 2 -1 - r

(5)不正定. 对二次型矩阵A= -1 2 — 1 ，有1 A 1 = 0,所以二次型不是正定

-1 -1 2 _

yi = e —五 1 一 1 0

二次型.注意若令- )2 = 了2 — 了3 ( *)，则因 0 1 -1 =0而知(* )不是坐标变换.

)3 =— 了1 +归 一 1 0 1
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